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1. Muestreo

* La inferencia estadistica es un tipo de razonamiento que procede de lo concreto a lo general,

intentando extraer conclusiones sobre los pardmetros de una poblacion a partir de la informacion

contenida en los estadisticos de una muestra de esa poblacion (Pardo y San Martin, 2001).

* Obtener datos de una muestra de la poblacion objeto de interés, en vez de obtenerlos de todas las
unidades que componen esa poblacion, entrafia importantes ventajas, la mas importante la economia
de recursos que ello implica pero, no menos relevante, la posibilidad de promover una mejor

calidad en los datos recogidos.
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Tema 1. Inferencia estadistica: muestreo y estimacion de parametros

* Ahora bien, una condicion esencial para que a partir de la informacion contenida en una muestra
se puedan describir las propiedades de la poblacion es que la muestra sea representativa de esa

poblacion.

* Pero, ;qué significa en la practica que una muestra sea representativa de una poblacion? Pues,
como podemos intuir, que las propiedades que caracterizan a la poblacion se distribuyan de forma
andloga en la muestra. Por ejemplo, sea la poblacion de los estudiantes de la Facultad: si el 27% son
de primero, el 25% de segundo (y asi...), que en la muestra idem; si en la poblacion la mitad son

varones y la otra mitad mujeres, pues que en la muestra idem.; etc.

* A continuacion vamos a tratar 3 factores que van a determinar la representatividad de una

muestra:
a) El procedimiento de muestreo
* Muestreo: conjunto de técnicas asociadas a la seleccion de los elementos de una poblacion.

* Subrayar que el muestreo no es algo exclusivo de la estadistica; es, en realidad, una estrategia muy
utilizada en la vida cotidiana. El conocimiento que nos formamos del mundo esta con frecuencia
basado en el muestreo, y es razonable que asi lo hagamos por economia de recursos. A modo de
ejemplo, la cata de una cucharada de un guiso que estamos realizando es una forma de muestreo del

guiso. Ello nos va a permitir tener una idea del sabor del mismo sin tener que probarlo todo.

* Existen diferentes procedimientos o técnicas que satisfacen -con mayor o menor €xito- los dos
objetivos que podemos considerar basicos del muestreo: (1) obtener una muestra que sea tan
representativa de la poblacion como sea posible; y (2) plantear una forma de recogida de datos que

se ajuste a los recursos (econdmicos, temporales...) con que se cuente.

* A las distintas estrategias que se puede seguir en la seleccion de los elementos de una poblacion se

les conoce como técnicas de muestreo, existiendo un extenso repertorio de ellas, algunas de gran

sofisticacion. Entorno a su estudio y aplicacion se ha desarrollado un area de conocimiento

conocida como Teoria del Muestreo.

* En términos matematicos, jla satisfaccion de qué criterio va a determinar la seleccion de una

muestra representativa? El que todos los elementos de la poblacion tengan la misma probabilidad de

formar parte de la muestra o, si no la misma, que sea conocida esa probabilidad para todos los

elementos de la poblacion.
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* A las técnicas de muestreo que satisfacen el criterio anteriormente planteado se les conoce como

técnicas de muestreo probabilistico, siendo la mas conocida por su sencillez y eficacia, el muestreo

aleatorio simple. Algunas variantes de la anterior de mayor utilizacion en la practica son el
muestreo aleatorio estratificado y el muestreo por conglomerados.

FEl muestreo aleatorio simple (m.a.s.)

— Los elementos de la muestra son elegidos al azar de de entre todos los de la poblacion.
Utilizando este procedimiento, todos los elementos de la poblacion tienen la misma
probabilidad de formar parte de la muestra.

— Requiere la identificacion y listado de todos los elementos de la poblacidn, algo no siempre

factible, por lo que su utilizacion resulta limitada en la practica.

El muestreo aleatorio estratificado

— Supone forzar que, para una determinada variable(s), se mantenga en la muestra la misma
distribucion que la misma tiene en la poblacion. Por ejemplo, si en la poblacion de
estudiantes de la UVEG hay un 60% de mujeres y un 40% de varones, en una muestra de la
misma se forzaria para que se mantuviesen esos porcentajes. Se llaman estratos a las
categorias de la variable en funcion de la que se estratifique el muestreo —mujeres y varones
para la variable sexo, en nuestro ejemplo. Por supuesto, cada elemento de la poblacion debe
pertenecer a un Unico estrato.

— Pasos principales: determinar la proporcion de cada estrato en la poblacion para la variable
de estratificacion; fijar el nimero de elementos que se deben seleccionar de cada estrato en
la muestra (afijacion); extraer mediante m.a.s. de cada estrato de la poblacion el n°® de casos

establecido en el paso anterior.

Ejemplo de aplicacion del muestreo aleatorio estratificado en la obtencion de una muestra
(n=1000) de la poblacion de estudiantes de la ESO en la Comunitat Valenciana (CV) a fin

de realizar un estudio sobre la incidencia de la violencia en este tipo de centros:

Estudio sobre violencia en la ESQ en la CV

Muestreo estratificado seguin tipo de colegio con afijacion
proporcional

[Poblacic’m alumnos ESO de |a C.V.]

-

centros pliblicos centros concertados centros privados

! ! _ {

N= 650 |l N=300 ] N=50 ]

65% ’ { 30% } [ 5%
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El muestreo por conglomerados

— Se trata de una forma de m.a.s. en que la unidad de muestreo no son los elementos de la
poblacion, sino agrupaciones de éstos que de forma natural existan en aquélla
(conglomerados), por ejemplo, colegios, hospitales, distritos postales, calles de una
poblacion, secciones del censo electoral...

— Supone seleccionar al azar uno o mas conglomerados, recogiéndose datos de todos los
elementos de esos conglomerados.

— Suele resultar mucho mas fécil acceder a las unidades de los conglomerados, normalmente

préximos entre si, que a elementos individuales dispersos geograficamente.

* Existen algunas técnicas de muestreo no probabilistico, como es el caso del muestreo accidental (o

casual), el muestreo intencional y el muestreo por cuotas que, aunque no cumplen los requisitos del

muestreo probabilistico, son utilizadas con frecuencia en la practica debido a la mayor facilidad de

aplicacion de las mismas.

* Los diferentes procedimientos de muestreo anteriores no son excluyentes, se puede secuenciar la
utilizacion de diferentes técnicas de muestreo dando lugar a lo que se conoce como un muestreo
polietapico. Un ejemplo tipico es el muestreo polietdpico conglomerados/m.a.s., esto es, en primer
lugar se aplica un muestreo por conglomerados y, a continuacion, se lleva a cabo un m.a.s. de los
elementos dentro de cada conglomerado. Por supuesto, otras combinaciones son posibles, asi como

la consideracion de mas de dos etapas.

* Si en una investigacion la muestra es representativa de la poblacion, es licito generalizar los
resultados obtenidos en la muestra a la poblacion origen y se dice entonces, en términos

metodoldgicos, que la investigacion tiene validez externa.

Ejercicio 1: ;Qué técnica de muestreo fue aplicada en los siguientes ejemplos?

a. Se solicita a las personas que entran y salen a un centro comercial que contestan a una serie de
cuestiones relativas a un estudio sobre comunicacion social.

b. De entre los asegurados de una compaiiia de seguros se selecciona al azar a 500 de ellos, a los
que se envia una carta con un cuestionario para evaluar una campaia de seguridad promovida
por esa compaiiia entre sus asegurados.

c. Un estudiante realiza una encuesta con el fin de explorar las actitudes solidarias de los alumnos
de psicologia de su facultad. Sabe a partir de un estudio previo que, de los estudiantes de su

facultad, el 25% esta comprometido con alguna ONG, mientras que el 75% restante no lo esta.
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Asi, decide seleccionar al azar a 200 estudiantes, 50 de entre los comprometidos con una ONG y
150 de entre los que no.

d. Tras discutirse en un programa de radio en torno a la posibilidad de reducir la jornada laboral, se
invita a sus oyentes que llamen para expresar su opinion al respecto. Al final del programa, la
presentadora afirma que los resultados de la encuesta muestran que el 80% de los que han
llamado a la emisora prefieren que se reduzca la jornada laboral.

e. En un estudio que pretende poner de manifiesto la influencia de la deseabilidad social al contestar
tests psicologicos, el investigador pasa a sus conocidos y familiares una serie de cuestionarios.

f. Un psicologo esté interesado en explorar los habitos de sociabilidad de las personas de la tercera
edad que viven en residencias. Para ello, obtiene una muestra aleatoria de diez residencias de su
comunidad autébnoma y en cada una de ellas selecciona al azar a 30 personas.

g. Un psicologo industrial pretende estudiar la relacion entre el turno de trabajo y la productividad
de los operarios en las cadenas de montaje de una gran empresa. Dado que algunos estudios
previos ponen de manifiesto que existe relacion entre la productividad y el sexo, y teniendo en
cuenta que en la empresa hay un 50% de hombres y un 50% de mujeres, decide que en la
muestra de 100 sujetos haya 50 mujeres y 50 hombres, seleccionados aleatoriamente de entre las
mujeres y hombres que trabajan en esa empresa.

h. En un estudio a nivel nacional sobre las estrategias de aprendizaje de estudiantes de la ESO se
seleccionan al azar a 30 centros y dentro de éstos a 4 grupos de cada centro, realizdndose una
entrevista a todos los estudiantes de los grupos seleccionados.

i. En la realizacion del censo de poblacion de Espana.

b) El tamaifio de la muestra

* Obviamente, cuanto mayor sea el tamafio de la muestra mayor sera la probabilidad de que ésta sea
representativa de la poblacion, sin embargo, no hay que olvidar que también serd mayor el esfuerzo
implicado en la recogida de los datos y, por lo tanto, se perdera la principal ventaja inherente al

muestreo: la economia de recursos a la hora de obtener los datos.

* Criterios orientativos a la hora de definir el tamafio muestral:

1) Un primer criterio determinante en la practica es el de la cantidad de recursos con que se

cuenta para llevar a cabo la recogida de los datos.

2) Un segundo criterio viene determinado por el margen de error que estamos dispuestos a

asumir en nuestras inferencias (el error muestral) y por el nivel de confianza con que se
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estableceran esas inferencias.
Este segundo criterio puede concretarse a través de formulas especificas que permiten
obtener el tamafio muestral en funcion de esos dos criterios, si bien, otros aspectos suelen
aparecer implicados en la aplicacion de esas férmulas:
a) el tamafo de la poblacion;
b) el indice estadistico que vaya a aplicarse (pero, cual de todos?);
c) el valor del indice estadistico en la poblacion para la variable objeto de interés
(“sen la poblacion?, pero si eso es precisamente lo que queremos conocer...”)
(¢ variable objeto de interés?, en mi estudio no tengo una Unica varia variable

objeto de interés...”).

* A fin de facilitar los calculos en la aplicacion de la citada formula, diversos autores han elaborado
tablas que, para un indice estadistico concreto, para un valor concreto del mismo en la poblacion, y
para un nivel de confianza determinado (habitualmente, el 95 o el 99%), permiten obtener el valor

del tamafio muestral a considerar en funcién de los dos criterios restantes: el tamafo de la poblacion

y el valor de error muestral que se esta dispuesto a asumir.

Ejemplo: La tabla que aparece a continuacion permite obtener el tamafio de la muestra que
deberemos considerar en la recogida de datos para el caso en que se vaya a aplicar el
estadistico de la proporcion y que, ademas, se asuma que el valor de ese estadistico en la
poblacion para la variable objeto de interés es 0,5 (m = 0,5) y un nivel de confianza del 95%.
Un caso concreto:, /cudl seria el tamafio de la muestra a considerar en un estudio en que se
quiere conocer la proporcion (porcentaje) de la poblacion espafiola que esta a favor de algin
tipo de selectividad para acceder a la Universidad, asumiendo un nivel de confianza del 95%

y un error muestral del 2%?

. Errores muestrales
POBLACION

= 1% +2% +3% +4% +5% +10%
500 - - - 222 $3
1.000 - - 385 286 9]
2.500 1.250 769 500 345 96
5.000 - 1.667 909 556 370 08
10.000 5.000 2.000 1.000 588 385 99
25.000 7.143 2.273 1.064 610 394 100
£0.000 8.333 2.381 1.087 617 397 100
100,000 9.091 2439 1.099 621 308 100
infinito 10.000 2.500 1.111 625 400 100

Estos datos estén tomados de las tablas publicadas por Arkin y Colton (1962).
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¢) El contenido de la investigacion

 Una premisa basica cuando se trabaja con una muestra a fin de hacer inferencias acerca de una
poblacion es que la muestra sea representativa de esa poblacion. Ahora bien, jesa representatividad

debe darse para todas y cada una de las variables que caracterizan a la poblacion?

* Una condicidon menos exigente de representatividad, que puede ser considerada razonable en la

practica, es que la representatividad de la muestra lo sea para aquellas variables realmente
relevantes en el estudio que se plantee, pero no necesariamente para aquéllas que se considere que

no tengan ningun tipo de influencia sobre aquello que se vaya a estudiar.

* La contestacion a las dos siguientes cuestiones va a ayudarnos a contrastar si se satisface esta
condicién en el caso de un muestreo no probabilistico:
— ¢En qué es diferente mi muestra de lo que seria una muestra representativa?
— En caso de considerarse la existencia de diferencias, ;pueden éstas tener repercusion sobre
la(s) variable(s) que se va a medir en mi estudio? Por ejemplo, la investigacion de procesos
psicologicos basicos (atencidn, percepcion,...) puede en algunos estudios no verse muy

influida por el tipo de participantes en la misma.

2. La estimacion de parametros

* La inferencia estadistica asume que se cuenta con datos de una muestra y que se desea conocer
cudles son las caracteristicas (ya sea la media, la mediana, la curtosis o cualquier otra que nos pueda
interesar), no de esa muestra, sino de la poblacidn a la que esa muestra pertenece. A los valores de
esas caracteristicas a nivel poblacional se les conoce como pardmetros y se representan

simbodlicamente con letras griegas (en realidad, solo algunos de ellos tienen tal privilegio):

2
Ky sOx 5Oy s Ty s O xys Pys Bo s Py on-

* Para conocer los valores de los parametros podemos plantearnos, bien recoger datos para todos los
elementos de la poblacidn, algo que puede resultar poco viable en muchas situaciones practicas,
bien realizar una estimacion de los mismos a partir de los datos de una muestra. Esta segunda via es
mucho mas habitual en la practica, si bien, supone asumir cierto riesgo de error pues, en cuanto que
estimacion, el valor que obtengamos no tiene porqué coincidir con el verdadero valor de ese

parametro.
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* En la literatura se pueden diferenciar dos grandes aproximaciones a la estimacion de parametros:

la estimacién puntual y la estimacién por intervalos. La diferencia basica entre ambas a la hora de
estimar un parametro es que la primera proporciona una estimacion consistente en un valor concreto
(puntual), mientras que la segunda ofrece como estimacion un rango de valores (intervalo). En
realidad, la segunda aproximacion consiste en una extension de la primera, por lo que sera la

estimacion puntal la que se abordara a reglon seguido.

* Sefialar en primer lugar que, en el caso que se dispusiese de los datos de una poblacién para una
determinada variable (X), la obtencion de los parametros que nos pudieran interesar seria inmediata,
bastaria con aplicar los indices estadisticos correspondientes para todos los datos de la poblacion.
Si, por ejemplo, estuviésemos interesados en conocer los parametros de la media, de la moda, de la
varianza y el indice de asimetria intercuartilico de X, los obtendriamos aplicando las féormulas que

representan a estos indices estadisticos:

ﬂX:ZNXi LWt 040720,

— r 2
Mo, =x, cuyan, esmaxima Oy = N 0-0 =
Q3 - Ql

* Ahora bien, si lo que disponemos es de datos de una muestra de esa poblacion, ;cOmo se obtiene
la estimacion de cualquiera de los anteriores parametros? Ello se lleva a cabo a través de la
aplicacion de un estimador del parametro correspondiente, esto es, una funcidon matematica que
permite obtener una estimacion del valor del parametro a partir de los datos de la muestra. Pero,

[cudles son esas funciones que nos permiten obtener estimaciones de los parametros?
A A2
My =7 WMoy =2 oy =7 QSQZ—QI =7?

Como puede observarse en las expresiones anteriores, la estimacion de un parametro se
representa con un acento circunflejo sobre la letra del parametro correspondiente, por ejemplo,

6, simboliza el valor estimado de la desviacion tipica de la variable X en la poblacion.

* En realidad, para un determinado pardmetro pueden considerarse diferentes funciones

matematicas que nos ofrezcan estimaciones del mismo. Por ejemplo, las siguientes podrian ser
hipotéticas candidatas a mejor estimador del pardmetro de la media (u,):
~ X 1‘2 A X, i ~ X i ~ \ Z X i2 ~ X i A X i
/UX:ZT ﬂxz% :uX:Z H P H Z H Z

3 = =
n

X n X \/;

* Es considerada como mejor estimador de un pardmetro determinado, aquella funcién matematica

que cumpla las siguientes cuatro propiedades que a continuacién se describen:
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1) Ausencia de sesgo: Un estimador es insesgado cuando el promedio de las estimaciones
obtenidas en diferentes muestras es, precisamente, el valor del pardmetro que se pretende

estimar.

2) Eficiencia: Esta es una propiedad que se establece en términos comparativos, esto es, es mas
eficiente aquel estimador que, tras ser aplicado a diferentes muestras de una misma
poblacién, proporciona estimaciones que tienen una variabilidad menor. Precisamente, una
forma de valorar la eficiencia de un estimador es obteniendo la desviacion tipica de las
estimaciones proporcionadas por el mismo, el conocido como error tipico de estimacion del
estimador. Asi, de entre dos estimadores, sera mejor aquél que proporcione un menor error

tipico de estimacion.

3) Consistencia: Un estimador es consistente si la probabilidad de que el valor estimado

coincida con el del parametro aumenta a medida que el tamafio de la muestra crece.

4) Suficiencia: Un estimador es suficiente respecto a un parametro si agota la informacion

disponible en la muestra aprovechable para la estimacion.

La siguiente figura simboliza, en forma de diana, el cumplimiento de las dos primeras
propiedades que debe satisfacer un estimador (figura adaptada de Wonnacott y Wonnacott,

1990):

Estadistico 1 Estadistico 2 Estadistico 3 Estadistico 4

(inseszadn. eficiente) (insesgado. ineficiente) (seszado. eficiente) (seszado, ineficiente)

» Para el caso del parametro de la media (u,), el mejor estimador es precisamente el promedio de los

datos de la muestra, esto es, el indice estadistico de la media ()_( ):

Y, en general, los mejores estimadores de los pardmetros correspondientes a los indices estadisticos

tratados a lo largo del curso son esos propios indices estadisticos obtenidos a partir de la muestra,

esto es, los estadisticos correspondientes. Asi:
Mox=Mo,; RICy=RIC,; Wdx=Md,; Z.=py: Py ="y -
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» Existe, sin embargo, alguna excepcion a la anterior generalizacion. Veamos las tres mas

relevantes:

1) El mejor estimador del parametro de la varianza (o2 ) no es el estadistico de la varianza (s2 ) sino

el siguiente:

) Z(Xz _)_()2

oy ==~4———
n—1

v\2

L L o 2 e (X =X)

A este indice estadistico se le conoce como cuasi-varianza (Sy ): sy = E—
n—

Mientras que el indice estadistico de la varianza no cumple el requisito de ser un estimador
insesgado del pardmetro de la varianza, el de la cuasi-varianza si que lo cumple -de ahi que a este

indice estadistico también se le denomine como varianza insesgada.

2) Analogamente, el mejor estimador del pardmetro de la desviacion estandar (o, ) es el estadistico

de la cuasi-desviacion estandar (s, ):

Sefialar que cuando al programa SPSS se le pide que obtenga la desviacion estandar, lo que
realmente ofrece como resultado es la cuasi-desviacion estandar (Io mismo ocurre con la

varianza), lo cual puede generar cierta confusion si no se sabe.

Dos igualdades que en algunos casos nos pueden resultar de interés en la practica son las que
ponen en relacion varianza y desviacion tipica con cuasi-varianza y cuasi-desviacion tipica,

respectivamente, pues si conocemos una podremos obtener la otra facilmente:

2 /
21 SX'I’l ' SX‘ n
sy = Sy =—/—
n-—1

n—1
3) Anéalogamente al caso de la varianza, el mejor estimador del parametro de la covarianza (o, ) no

’ . . . . . !
es el estadistico de la covarianza, sino el de la cuasi-covarianza (s,, ):

22X -X) (3 -Y)

Oy =Syy
n—1

Otra igualdad que nos puede resultar util es la que relaciona la covarianza y la cuasi-covarianza,

pues si conocemos una de las dos, facilmente podremos obtener la otra:

© Syyn

S =
XY
n—1
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Ejercicio 2: A partir de los siguientes datos para la variables “Edad” (X) y “N° de ataques
epilépticos durante el ultimo ano” (Y), recogidos a partir de una muestra de jovenes con diagnostico

de epilepsia, obtener una estimacion de los parametros de: (1) la media de “Edad” (4, ); (2) la
mediana y la varianza de “N° de ataques epilépticos” ( Wa,,42); (3) la covarianza y el coeficiente de
correlacion de Pearson entre ambas variables (6,,, p,, ). Se recomienda utilizar alguna calculadora

cientifica o programa informatico (Excel, SPSS...) para realizar los célculos.

X

18
19
15
11
17
13
14

W RN W= W W N ~

* A modo de resumen, los estimadores presentados en esta seccion ofrecen una estimacioén puntual

de un pardmetro, pues se le atribuye al parametro el valor concreto (puntual) obtenido a partir de la
funcion matematica utilizada como estimador del mismo. Complementaria a esta estrategia, se

abordard en una seccion posterior la conocida como estimacion por intervalos.

3. La distribucion muestral de un estadistico

* La estimacion de un parametro determinado (por ejemplo, la mediana de una determinada variable
X en una poblacion) a partir de la aplicacion de su mejor estimador sobre los datos de una muestra,
supone obtener un valor (Md ) que no tiene por qué coincidir exactamente con el verdadero valor

del parametro (Md, ). A esa diferencia se le conoce como error muestral.

No hay que olvidar que una muestra es un subconjunto (aleatorio, en el mejor de los casos) de
la poblacién y que, por tanto, puede no ser perfectamente representativo de la poblacion.
Prueba de ese error inherente al muestreo es que para distintas muestras extraidas de una
misma poblacidn es de esperar que, para un estadistico determinado, se obtenga un resultado

distinto en cada una de esas muestras.

* Una limitacién importante de los estimadores puntuales es que no ofrecen ningun tipo de
informacion sobre el nivel de error muestral que puede acompanar al valor estimado obtenido.
Obviamente, no serd igual la incertidumbre asociada a una estimacion de un parametro obtenida a
partir de una muestra de 5 sujetos, que a partir de una de 50 o una de 500, pero ;se podria concretar

de algin modo esa incertidumbre?
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Tema 1. Inferencia estadistica: muestreo y estimacion de parametros

* Precisamente, el concepto de distribucion muestral va a ofrecernos una aproximacion a la

valoracion del error muestral asociado a la estimacion estadistica. La distribucion muestral de un

estadistico consiste en la funcion de probabilidad de un estadistico (Pardo y San Martin, 2001), esto
es, la correspondencia entre los distintos valores que tome ese estadistico en todas las posibles
muestras de un mismo tamano extraidas de una determinada poblacidn y las probabilidades de que

se den esos valores.

* A fin de aproximarnos al concepto de distribucion muestral, veamos cémo seria la construccion de
la misma con un ejemplo, en concreto, vamos a obtener la distribucion muestral no de uno, sino de
dos estadisticos, la media y la varianza, en ambos casos para muestras de tamafo 10 (n = 10),

siendo la variable “N° de horas de estudio al dia” (X) y la poblacion los estudiantes de la UVEG.

(Con fines didacticos, vamos a imaginar que desde el mas alla tenemos el privilegio de recibir la
siguiente revelacion estadistica: la variable “N° de horas de estudio al dia” en la poblacion de la
UVEG se distribuye seglin la curva normal con ux= 5,63y o, = 1,92 [X — N (5,63; 1,92]. Esta
informacion, no conocida habitualmente a priori, nos sera util para comprobar después algunas

de las propiedades de una distribucion muestral.)

Volviendo a nuestro objetivo, el de obtener la distribucion muestral de la media y la distribucion
muestral de la varianza de la variable “N° de horas de estudio al dia” para muestras de tamafio
10, ello supondria obtener la media y la varianza en todas las muestras posibles (» = 10) de la
poblacion de estudiantes de la UVEG. Sin embargo, dada la enorme dificultad practica de tal
cometido, se decide recoger datos en 100 muestras de 10 estudiantes extraidas aleatoriamente de
la poblacion de estudiantes de la UVEG. Asi, en cada una de esas 100 muestras se calcul6 la
media y la varianza de X, obteniéndose los siguientes resultados (las medias estdn redondeadas

con una precision de 0,5 unidades y las varianzas de 0,1):

Media (X )*  Varianza (s} )*

Muestral 55 3,3
Muestra2 4.5 3,8
Muestra3 5 3,6
Muestra4 6,5 3,5
Muestrab 5 3,9
Muestra6 4.5 3,7
Muestral00 6 3,6
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Si consideramos a la columna de las medias como una variable y obtenemos la correspondiente

distribucion de frecuencias relativas, lo que obtendremos seré la distribucion muestral del

estadistico de la media para la variable X en muestras de tamafio » = 10 (ver tabla a

continuacion). En realidad, se trata de una aproximacion a la distribucion muestral verdadera,

dado que se ha obtenido con 100 muestras y no el total de las que se pueden extraer de la

poblacion (que son muchisimas).

Distribucion de frecuencias de la variable )_( (n=10)

X ] pi (= Pi)
4 1 0,01
4.5 4 0,04
5 13 0,13
55 31 0,31

6 32 0,32
6,5 12 0,12
7 5 0,05
7,5 2 0,02

100 1

Distribucion muestral [aproximada] de la media (n=10)

0,7

0,6

0,5

0,4

Frec. relativa

0,3

0,2

" /
6E-16 ¢ :

-0,1

Media

La anterior distribucion muestral de la media podria haberse obtenido a partir de muestras n =

50. Vamos a suponer que lo hemos hecho y que se han obtenido los siguientes resultados:

Distribucion de frecuencias de la variable )_( (n =50)

ni pi (= Pi)
4,5 5 0,05
5 14 0,14
55 63 0,63
6 12 0,12
6,5 6 0,06
100 1

J. Gabriel Molina y Maria F. Rodrigo, 2014
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Distribucion muestral [aproximada] de la media
(n=50)

A
[\
\

0,7

0,6

©

R /

s

J o4

; [\

15

o 03

2 [\

£

L o2 } \
0,1 ./ \’
0 ; ‘
3 4 5 6 7 8 9

Media

Ejercicio 3: ;Qué ha cambiado en la distribucion muestral de la media al aumentar el tamafo de las

muestras de n =10 a n = 50?

Si en vez de en la media, nos centramos ahora en el estadistico de la varianza, mas
concretamente, en la varianza de los datos recogidos con muestras de tamafio n = 10 (ver tabla
mas arriba), al calcular la correspondiente distribucion de frecuencias relativas, lo que

obtendremos serd la distribucion muestral (aproximada) del estadistico de la varianza para la

variable X en muestras de tamaifio n = 10.

s . L. . . 2
Distribucion de frecuencias de la variable Sy

2
Sx N pi (= P)
3,3 6 0,06
34 10 0,1
3,5 15 0,15
3,6 20 0,2
3,7 22 0,22
3,8 13 0,13
3,9 9 0,09
4 5 0,05
100 1
Distribucion muestral empirica de la varianza
(n=10)
0,25

g 02 /\\

2

® 0,15 / \

o

g O 7 b

£ 0,05 >

0 T : :
3 3,2 3,4 3,6 3,8 4 4,2
Varianza
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Tema 1. Inferencia estadistica: muestreo y estimacion de parametros

Tal como se ha obtenido para la media y para la varianza, podriamos obtener la distribucion
muestral de otros estadisticos para la variable “N° de horas de estudio”, por ejemplo, de la
mediana, del coeficiente de variacion... Eso si, debe tenerse en cuenta que se trataria de
aproximaciones a la distribucion muestral verdadera de esos estadisticos, dado que las
frecuencias relativas son estimaciones de los verdaderos valores de probabilidad que caracterizan

la definicién de la distribucion muestral de un estadistico.

* Las aspectos principales en que se suele centrar la atencion a la hora de caracterizar la distribucion

muestral de un estadistico son: (1) la forma de la distribucion; (2) su media (esperanza); y (3) su
varianza o la raiz cuadrada de la misma, la desviacion estandar, usualmente referida al hablar de una
distribucion muestral como error tipico o error estandar de estimacion (en lo sucesivo, utilizaremos

habitualmente la expresion mas abreviada de error estandar o EE).

* El error estandar de estimacion aporta una informacion de gran interés sobre la distribucion

muestral de un estadistico: cuanto menor sea éste, ello supondra mayor proximidad entre los valores
obtenidos por ese estadistico en las posibles muestras que se extraigan de la poblacion. Asi, el EE
representa un concepto clave a la hora de valorar el nivel de error muestral que puede acompaiar a

las inferencias que realicemos con un determinado estadistico.

* Ahora bien, jello significa que si queremos tener un indicador del grado de precision de un
determinado estadistico obtenido a partir de una muestra, se ha de obtener ese mismo estadistico en
99 muestras mas (tantas como posibles, en realidad), a fin de poder conocer el EE de la distribucion

muestral del estadistico aplicado? Afortunadamente, no.

* Un aspecto fundamental del concepto de distribucion muestral de un estadistico es que para

algunos de los estadisticos mas utilizados es conocida la forma de obtener como son sus
caracteristicas principales (forma de la distribucion, esperanza y EE) y ello, independientemente de
cudl sea la variable considerada, la poblacion de referencia, o el tamafio elegido para las muestras.
A continuacion se describen cudles son esas caracteristicas para las distribuciones muestrales de los

estadisticos de la media y la proporcién, dos de los estadisticos mas utilizados en la practica.

3.1. La distribucion muestral de la media

» Caracteristicas de la distribucion muestral de 1la media:

1. Forma de la distribucidn: (a) si una variable X se distribuye normalmente en la poblacion, la

distribucién muestral del estadistico de la media para esa variable también sera normal; (b) en
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caso de que X no se distribuya normalmente, la distribucion muestral de la media de X también
tiende a distribuirse normalmente cuando ésta se obtiene con muestras de 30 o mas casos (n >
30). Esta es una propiedad derivada del conocido como teorema central del limite, una

contribucion tedrica de gran importancia dentro del campo de la Estadistica Inferencial.
2. Media: u5 [E()_()] = Uy

3. Varianza: o [VAR(X)]= %

Y, en consecuencia, el error estandar de estimacion: oy [EE ()_( )] = %
En resumen, siempre que n > 30, la distribucion muestral del estadistico de la media se distribuye:
X—>N (#X %)

* Respecto a la magnitud del EE, el cual proporciona la importante informacién de la precision de
las estimaciones asociadas al estadistico de la media, si nos fijamos en la formula, éste serd menor:
(1) cuanto menor sea la varianza (o desviacion tipica) de la variable en la poblacion; (2) cuanto

mayor sea el tamafio muestral que se considere.

* Podemos comprobar la segunda propiedad, la de la media de la distribucién muestral de la media (
M5 = [l ), en nuestro ejemplo de la variable “N° horas de estudio”. Recordemos que, de acuerdo a

una revelacion que tuvimos la fortuna de recibir, sabemos que la media de esta variable en la
poblacion de la UVEG es igual a 5,63:
My =5,63
Obsérvese, sin embargo, que si se calcula la media de la distribucion muestral obtenida con 100

muestras de n = 10 a partir de la distribucion de frecuencias presentada mas arriba, se obtiene:

Uy =4-0,01+4,5-0,04+5-0,13+5,5-0,31+6-0,32+6,5-0,12+7-0,05+7,5-0,02 =5,77

(A qué se debe esta inesperada discrepancia? —El resultado obtenido para z no coincide

exactamente con el de 4, debido a que aquél se ha obtenido a partir de una distribucion

muestral construida con un nimero reducido de todas las muestras posibles (100) y que es, por

tanto, una aproximacion a la distribucion muestral verdadera del estadistico.

Ejercicio 4: Obtener la esperanza de la distribucion muestral de la media obtenida con 100
muestras de tamafio n = 50 a partir de la distribucion de frecuencias correspondiente presentada mas

arriba. ;Coincide con el valor revelado de la media de la variable “N° horas de estudio” en la
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poblacion (2, = 5,63)? (A qué puede ser debida esta discrepancia? (Es mas o menos proximo al

valor de la media poblacional que el obtenido a partir de la distribucion muestral obtenida con 100

muestras de n = 10? ;Cual puede ser el motivo?

* Por lo que respecta a la tercera propiedad de la distribucién muestral de la media, teniendo en
cuenta el valor revelado para la desviacion tipica de la variable en la poblacion (o, = 1,92),

podemos plantearnos el calculo del error estdndar de la distribucion muestral de la media tanto para

el caso de muestras de n = 10 como para el de n = 50:

n=10 — oy [EE()_()]:%:O,&
n=5 - oy [EE()_()]—I’92=0,27

50

Notese como disminuye la dispersion de la distribucion muestral de la media a medida que
aumenta el tamafio de la muestra, es decir, como se obtienen estimaciones puntuales de la media

mucho mas cercanas al verdadero valor del pardmetro de la media en la poblacion.

3.1.1. Aplicaciones del concepto de la distribucion muestral de la media

* Una aplicacion fundamental que se deriva de saber que la distribucion muestral de la media sigue

la curva normal es que se puede aprovechar la tabla de la distribucion normal estandar para

contestar a diferentes preguntas de caracter aplicado. Basicamente, de dos tipos:

1. Obtener la probabilidad asociada a un rango de valores de media — Para una variable (X) de la

que se conocen los parametros de la media () y la desviacion tipica (ox), /cudl es la probabilidad

de que en una muestra extraida al azar de esa poblacion se obtenga una media (X ) menor a un

valor determinado (o mayor, o entre tal y tal valor)?

Ejemplo: sabiendo que las puntuaciones en un test de rendimiento verbal se distribuyen
segun N(5; 1,8) en la poblacion de adultos, jcudl es la probabilidad de que en una muestra de
25 adultos, 1a media de las puntuaciones en el test sea inferior o igual a 4?

En este caso sabemos que la distribucion muestral del estadistico media obtenida en muestras
de n =25 de dicha poblacion de adultos se ajustaréd a una distribucion normal con parametros:

o, 18

Uy =Hy =5 'y G)?:ﬁ 425

=0,36

esto es, N(5; 0,36)
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Utilizar la tabla de la curva normal estandarizada implica que antes tendremos que tipificar el

valor de la media a consultar:

El proceso ilustrado graficamente es:

Distribucion muestral de la media: N (u#=5; EE =0,36)

0.12

0.1}

0.08

probabilidad

o
o
>

0.04 |+

0.02

o

4
l } Z:N(0,1)
Z=-28 0

Y, por tanto, la probabilidad buscada es:
P(X <4)=P(z<-2,78)=0,003

De forma andloga, la probabilidad de que en dicha muestra de 25 adultos la media de las

puntuaciones sea superior a 4 es: 1 — 0,003 = 0,997

2. Obtener una media asociada a un determinado valor de probabilidad o, lo que es mas habitual, un

rango de medias central (intervalo de probabilidad) — Para una variable (X) de la que se conocen

los parametros de la media (ux) y la desviacion tipica (ox), ¢entre qué valores se encontrard, con un
determinado nivel de probabilidad, la media de una muestra extraida al azar de esa poblacion?
(A ese nivel de probabilidad se le conoce como “nivel de confianza” y se representa

simbolicamente como “/-a”)

Ejemplo: sabiendo que las puntuaciones en un test de rendimiento verbal se distribuyen
segiin N(5; 1,8) en la poblacion de adultos, jentre qué rango de valores central es de esperar
que se encuentre, con un 90% de probabilidades (/-a = 0,90), la puntuacion media de una
muestra de 100 adultos extraida al azar de esa poblacion?

En este caso sabemos que la distribucion muestral del estadistico media obtenida en muestras
de n =100 de dicha poblacion de adultos se ajustara a una distribuciéon normal con

parametros:
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o, L8 ~0.18

My =My =5 'y O-)?:E_ 00

esto es, N(5; 0,18)

Utilizar la tabla de la curva normal estandarizada implica saber que los valores z que

delimitan el intervalo de medias que nos interesa son:

Z0,05=—1,64y Zo,9s= 1,64,

de manera que, despejando el valor de las medias, tenemos:

>

-5

-1,64 = 18 - X=5-(1,64 x0,18) =4,70
X-5 -
164= 0 —» X=5+(1,64 x0,18) =5,30

El proceso ilustrado graficamente:

Distribucién muestral de medias (u=35; FE=1,810=0,18

012 F

01F

g 008 |

2006}
|
!

oo4 | i

IP(l—c:k) =0.90)

002 4/2=0.05 ; «@2=0.05 1
i ’e
0 L H L

4,70 5 5.3
I , [
z=-1,64 0 z=1,64

Expresion formal de célculo del intervalo de probabilidad (/P) de la media muestral ( X ) para un

determinado nivel de confianza (1-a):

IP(l—a)(X) = [mf,Sup]:[E()_()Jrz(%).EE()_();E(X)Jrz( ) EE(X)J

{,anLz —X,,uX+z . O-—X}
) In N

Asi, para nuestro ejemplo:

VNIVERSITATE D VALENCIA

18
OpenCourseWare

J. Gabriel Molina y Maria F. Rodrigo, 2014



Tema 1. Inferencia estadistica: muestreo y estimacion de parametros

= L8 1,8
IP(0,90)(X)=|5-1,64-—:;5+1,64-— |=|4,70;5,30
(0,90%%) { V100 \/100} [ ]

3.1.2. Acerca de (1-0) y de los valores z asociados

» Como ya se ha sefialado, se utiliza la expresion (/-a) o nivel de confianza para hacer referencia a

la probabilidad de que el /P que obtengamos contenga el valor de interés. En cuanto que
probabilidad, el nivel de confianza siempre serd un valor que oscile entre 0 y 1 (0 < (/-a) < 1), si

bien, es también habitual que se exprese como %.

» También se suele utilizar en la practica el término complementario, nivel de riesgo (a), para hacer
referencia a la probabilidad de que el /P no contenga el valor de la media de una muestra extraida al
azar de la poblacion —por ejemplo, en el /P de la media que fue construido anteriormente, 0,10

representa ese nivel de riesgo o a.

* Valores de la distribucion normal estandarizada asociados a niveles de confianza/riesgo concretos:

(1- o) o Z(/2) Z(1-0/2)
0,68 [68%] 0,32 [32%] -1 1
0,90 [90%] 0,10 [10%] -1,64 1,64
0,95 [95%] 0,05 [5%] -1,96 1,96
0,954 [95,4%] 0,046 [4,6%] -2 2
0,99 [99%] 0,01 [1%] -2,58 2,58
0,9974 [99,74%] 0,0026 [0,26%] -3 3

Ejemplo: si obtenemos de nuevo el /P del ejemplo anterior pero considerando un nivel de

riesgo del 5% (a = 0,05) o, lo que es lo mismo, un nivel de confianza del 95%, sera igual a:

1,8

100

L8

V100

IP(0,95)(X) = {5—1,96- :5+1,96- } =[4,65;5,35]
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Graficamente:

Distribucion muestral de medias (u=5; EE =1,8/10=0,18

012 | :
|
|

0.1}

=
o
©

probabilidad
o
o
>

IP(1-d) = 0.95)
0021 /250025 : N W2=0025 1

4,65 I I5 I 5.35
3.1.3. Acerca de la precision de los intervalos

* Los valores de z van a determinar cuan probable es que el /P contenga la media muestral. Cuanto

mayor se desee que sea esa probabilidad (nivel de confianza), mayores en valor absoluto serdn los

valores de Z y, en consecuencia, la amplitud del intervalo. Ello implica también que el intervalo

sera menos informativo, menos preciso. El establecimiento de un /P supone un compromiso entre el

nivel de confianza y la precision de la informacion ofrecida.

* A modo de resumen, un /P serd mas preciso (mas informativo) cuanto mas estrecho sea, esto es,

cuanto menor sea la distancia entre /iy y lsup. De la expresion de calculo del /P se deriva que éste

sera mas estrecho cuanto mas bajos sean, bien el nivel de confianza -o sea, los valores de z (lo cual

implica menor probabilidad de que se encuentra la X en el IP)-, bien el valor de (ow/7). En este
segundo caso, al tratarse de un cociente, éste serd menor cuanto mayor sea 7 0 cuanto menor sea ox.
Esta ultima, ox, es un parametro intrinseco a la variable de interés, no dependiendo en principio de
ninguna decision externa, cosa que no ocurre con #, el tamafio de la muestra, que si que es una

decision que puede venir determinada por nosotros.

Ejercicio 5: Una variable X sabemos que, en una determinada poblacion, se distribuye normalmente
con media p=100 y desviacion estandar c=15 [X — N(100; 15)].
a) Si de esa poblacion extraemos al azar infinitas muestras de n sujetos, jcudl serd la forma de
la distribucion muestral del estadistico X y cuales sus caracteristicas?
b) (Cuadl es la probabilidad de que un sujeto extraido al azar de esta poblacioén tenga un valor
en X igual o superior a 110 [P(X>110)]?
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¢) ¢Cudl es la probabilidad de que una muestra de 20 sujetos extraida al azar de dicha

poblacion tenga una media superior o igual a 110 [P( X>110)]2

d) (Cual es la probabilidad al extraer una muestra aleatoria de 20 sujetos de dicha poblacion de
que la media observada en dicha muestra sea inferior o igual a 95?, ;y si la muestra fuera de
100 sujetos?

e) En una distribucion normal ;entre qué puntuaciones tipicas (z) se encuentra el 90% central
de las observaciones?, ;y el 95%?, ;y el 99%?, ;a que valores de la variable X se
corresponden esas puntuaciones tipicas?

f) [Intervalos de probabilidad] ;Entre qué valores se encontrard, con una probabilidad del 95%,
la media de X en una muestra de 20 sujetos extraida aleatoriamente de dicha poblacién?, ;y
si la muestra fuera de 50 sujetos?

g) [Intervalos de probabilidad] ;Entre qué valores se encontrard, con una probabilidad del 90%,

la media de una muestra de 20 sujetos extraida al azar de dicha poblacién?

3.2. La distribucion muestral de la proporcion

» Caracteristicas de la distribucion muestral de la proporcion:

1. Forma de la distribucién: La de la distribucion binomial B(n, 7, ), donde 7z, es la proporcion

asociada a la categoria i de la variable categdrica X en la poblacion, y # es el tamafio de muestra
con que se construya la distribucion muestral.

Si el tamano de muestra es suficientemente grande, la forma de la distribucion muestral de la
proporcion puede considerarse como normal. — Criterio de muestra suficientemente grande

que se suele considerar en la practica: que se cumpla que nZw>5 y n-(l-wyg) > 35

2. Media: Hp [E(p)(i)]:ﬂ-)(i

Ty ’(l_ﬂ)ﬁ)

3. Varianza: G; [VAR(py, )1= ;

7T xi '(1_7[)(1')

Y, en consecuencia, el error estandar de estimacion: o, [EE ( Py )] =
Xi n

En resumen, siempre que la muestra sea suficientemente grande, la distribucion muestral del

estadistico de la proporcion se distribuye:

T (1-7y)

Py, > N| 7y "
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* Ejemplo de la construccion empirica de la distribucién muestral del estadistico proporcion: Del
mismo modo en que se construy6 mas arriba la distribucion muestral de la media para la variable
“N° horas...”, imagina el proceso de construccion de la distribucion muestral de la proporcion de

mujeres entre los estudiantes de la UVEG (X = “Sex0”; X; = “Mujer”’) para muestras de tamafio n =

20 sabiendo que el porcentaje de mujeres en esa poblacion es del 60% ( z,, = 0,60).

Obtener la distribucion muestral supondria obtener la proporcion de mujeres en todas las muestras
posibles (n = 20) de la poblacion de estudiantes de la UVEG. Supongamos que se seleccionan 1000
muestras y, tras calcularse la proporcion de mujeres en cada una de ellas, se obtiene la distribucion

de frecuencias siguiente:

P mujer Ni pi
0 15 0,015
0,125 34 0,034
0,25 53 0,053
0,375 74 0,074
0,5 220 0,22
0,675 375 0,375
0,75 152 0,152
0,875 54 0,054
1 23 0,023

1000 1

La media aritmética de la distribucion muestral obtenida es:

Hp = (0-15+0,125-34+0,25-53+0,375-74+....)/1000 =0,593

Este resultado solo se puede considerar una aproximacion al verdadero valor del parametro (

7 . = 0,60) porque la distribucién muestral a partir de la que ha sido calculado es también

una aproximacion a la verdadera distribucion muestral, pues solo se ha obtenido a partir de

1000 muestras y no a partir de todas las posibles de tamafio n = 20.

La verdadera distribucion muestral del estadistico proporcion en este ejemplo, es decir, si se
hubieran obtenido todas las posibles muestras de » = 20 de esta poblacion, se ajustaria a la
curva normal dado que:

20- 0,60 (=12)>5y 20-0,40(=8)>5
con parametros:

Hy, = 0,60

o = /0,60-0,402()’11
Pyi 20
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esto es, podemos asumir que esta distribucion muestral se distribuye segun N(0,60; 0,11)

Respecto a la magnitud del EE, informativo de la precision de las estimaciones asociadas al
estadistico de la proporcidn, éste serd menor: (1) cuanto mas pequefio sea el numerador que
aparece en la formula del EE (=7, -(1- 7)), en consecuencia, cuanto mas alejado esté xy; de

i

0,5; (2) complementariamente, cuanto mayor sea el tamafio muestral (n) que se considere.

Asi, siguiendo con el ejemplo anterior, si las muestras hubieran sido de 100 estudiantes, el error

/0 60-0,40
o [EE N)=,————=0,05
px,-[ (pX’)] 100

3.2.1. Aplicaciones del concepto de la distribucion muestral de la proporcion

estandar disminuiria a;

* Una aplicacion fundamental que se deriva de saber que la distribucion muestral de la proporcién

sigue la curva normal (en caso contrario, habria que recurrir a la tabla de la distribucion binomial)
es que se puede aprovechar la tabla de la distribucion normal estdndar para contestar a diferentes

preguntas de caracter aplicado. Se trata, en esencia, de dos tipos de preguntas:

1. Obtener la probabilidad asociada a un valor o a un rango de valores de proporcion — Para una
variable categorica (X) de la que se conoce a nivel poblacional la proporcion para una determinada

categoria de la misma 7, , ;cudl es la probabilidad de que para una muestra extraida al azar de esa
poblacion se obtenga un valor de proporcion ( p,, ) menor a un valor determinado (o mayor, o entre

tal y tal valor)?

Ejemplo: sabiendo que en la poblacion de estudiantes de la UVEG la proporcion de
estudiantes que tienen su residencia habitual en la ciudad de Valencia es de 0,68 (zvaiencia =
0,68), ;cudl es la probabilidad de extraer una muestra de 20 estudiantes y que so6lo la mitad (o

menos) tengan su residencia habitual en la ciudad de Valencia (praencia < 0,50)?

Primero, ;se puede asumir que la distribucion muestral de la proporcion en este caso se ajusta

a la curva normal? Criterios: 0,68:20=13,6 (=5) y 0,32:20=6,4(>5) — Si se puede.

Por tanto, sabemos que la distribucién muestral del estadistico proporcion obtenida en

muestras de n = 20 de dicha poblacion se ajustard a una distribucién normal con parametros:

P S (X E TS
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estoes: p,, > N(0,68; 0,104)

Por otra parte, utilizar la tabla de la curva normal estandarizada implica que antes tendremos

i —H,  0,50-0,68
que tipificar el valor de la proporcion a consultar => z, = Pai” Hpy _ 0.104 =-1,73
1 0 R

Pxi

Asi, para nuestro ejemplo: P(pvaiencia < 0,50) = P (z <—1,73) = 0,042

Complementariamente, la probabilidad de que en dicha muestra de 20 estudiantes mas de la

mitad vivan en Valencia sera: 1 — 0,042 = 0,958

2. Obtener una proporcién asociada a un determinado valor de probabilidad o, mas comtiinmente, un

rango de proporciones central (intervalo de probabilidad): Para la categoria i de una variable

nominal X de la que se conoce su proporcion en la poblacion de interés (zx:), {entre qué rango de
valores central se encontrard, con un determinado valor de probabilidad (nivel de confianza), la

proporcion de esa categoria en una muestra extraida al azar de esa poblacion (pxi)?

Ejemplo: siguiendo con el ejemplo de la variable “Lugar de residencia habitual” [Valencia;
fuera de Valencia] en la poblacion de estudiantes de la UVEG (zvaiencia = 0,68), (entre que
valores cabe esperar que se encuentre, con una probabilidad del 99%, la proporcion de

estudiantes que residen en Valencia en una muestra aleatoria de 120 estudiantes de la UVEG?

En este caso sabemos que la distribucion muestral del estadistico proporcion obtenida en

muestras de n = 120 de dicha poblacién de adultos se ajustara a una distribucion normal con

0,68-0,32
—0,68; o = 220320043
Hey 120

estoes: p,, > N(0,68; 0,043)

parametros:

Utilizar la tabla de la curva normal estandarizada implica saber que los valores z que
delimitan el intervalo de medias que nos interesa son: Zo,00s=—2,58 y Z0,995= 2,58

de manera que, despejando el valor de las proporciones, tenemos:

.58=P2=008 0,57
0,043

»-0,68

2,58 =
0,043

- p=0,79

Asi, el IP buscado sera igual a:
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IP(Oa 99)(p\/alencia) = [0’ 57 > 0’ 79]

Gréaficamente:

Distribucion muestral de la proporcion (¢= 0,68: EE = 0,043

probabilidad

IP(1-a) = 0.99)
| /2 <0.005 /2 =0.005

L

0,57 0,68 0,79

Otra forma de obtenerlo es directamente a partir de la siguiente expresion de célculo del /P de la

proporcion muestral (py) para un determinado nivel de confianza (1-a):

IP(1-a)(py )= |:E(le- )+ Z(o4) 'EE(le-) ; E(pr )+ 1) 'EE(pr )]

= T ) ’\/EXI (1) T+ 2 '\/”X’ (1-7)

n n

Asi, para el ejemplo anterior:

IP(0,99)(pyyo) = {0, 8-2,58 2202 0,68+2,58-,/%} ~[0,57:0,79]

Ejercicio 6: En la poblacion de personas que viven en la Comunidad Valenciana con edad
comprendida entre 30 y 40 afios hay un 40% de fumadores.
a) Siextraemos al azar de esa poblacion infinitas muestras de 25 sujetos, ¢cual serd la forma de
la distribucion muestral del estadistico px y cudles sus caracteristicas?
b) Al extraer una muestra aleatoria de 25 sujetos de dicha poblacion, ;cudl es la probabilidad
de que haya una proporcion de fumadores superior a 0,5?
c) ¢Cudl seria la probabilidad de obtener un porcentaje de fumadores superior al 50% (px >
0,50) si la muestra fuera de 40 sujetos?
d) (Entre qué valores se encontrard, con una probabilidad del 95%, la proporcioén observada de
fumadores (p) en una muestra de 20 sujetos extraida aleatoriamente de dicha poblacion?

e) Y sila muestra fuese de 40 sujetos?

Y "’"\-\.-tu.- 5 .l"r NCI?
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4. Estimacion basada en intervalos de confianza

4.1. Intervalos de probabilidad vs. intervalos de confianza

Ambos conceptos reflejan la complementariedad de la Probabilidad y de la Estadistica:

e Lateoria de la probabilidad establece los procedimientos que permiten realizar predicciones

acerca de las caracteristicas de una muestra (estadisticos) extraida al azar de una poblacion en

que esas caracteristicas (parametros) son conocidas. Un procedimiento basico para realizar tal
tipo de prediccion es el intervalo de probabilidad (/P), un intervalo de valores que, con un
determinado nivel de confianza, contendra el valor del estadistico. En la seccion anterior se
tratd como obtener los /P de la media y la proporcion.

e La teoria estadistica estudia la realizacion de inferencias acerca de las caracteristicas de una

poblacién (parametros) a partir de las caracteristicas de una muestra extraida al azar de esa
poblacion (estadisticos). Un procedimiento basico para realizar tal tipo de inferencia es el
intervalo de confianza (/C), un intervalo de valores que tiene un determinado nivel de

confianza de contener el valor del parametro.

POBLACION

Pardmetros (0,7 ,...)

Teoria de la probabilidad Estadistica Inferencial
(Intervalos de probabilidad) (Intervalos de confianza)

MUESTRA
Estadisticos ( X , S, p..)

* La estimacion por intervalos de confianza (/C) de un parametro cualquiera ( &) consiste en obtener

un intervalo de valores a partir de los datos de una muestra de modo que, con una determinada
probabilidad (conocida como nivel de confianza o, también, /-a ), el IC construido contendra el

verdadero valor del parametro.

* La obtencion de los dos limites del /C de un parametro € supondra sumar al estadistico obtenido

en una muestra (@, esto es, la estimacion puntual de ), dos términos (ambos del mismo valor,

pero de distinto signo). En ese término aparecen multiplicados: (1) un valor que depende del nivel
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de confianza asumido en la construccion del /C, y (2) el error estandar de la distribucién muestral

del estadistico en cuestion; Asi, la expresion general del /C para un determinado parametro 6 es:

IC(1-a)(@) = [é+ z

o EE©); 0+ 2, - EE@)]

Los dos valores que delimitan un /C suelen denominarse como limite inferior y limite superior del

IC. La siguiente figura ilustra la construccion del intervalo de confianza de un pardmetro con un

nivel de confianza del 95%.

POBLACION DE SUJETOS

0

[ Muestreo aleatorio ]

DISTRIBUCION MUESTRAL
EE
1-0=0.95
I
/2 =0.025 1 o/2=0.025
L X 74

|
|
0-196xEE @ 0+ 1.96 x EE
1
1
T
1
1

1.96 x EE 1.96 x EE
r 7 24 "~

L
0,

1-o intervalos
> contienen 0

o
N

o intervalos
no contienen 6

>

J

e il == T st e
w

INTERVALOS DE CONFIANZA
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Construccion de intervalos de confianza de un parametro (adaptada de Wonnacott y Wonnacott, 1991, p. 128).

* El nivel de confianza de un /C no se ha de interpretar como la probabilidad de que el valor del

parametro de interés se encuentre dentro del /C que hayamos construido, sino como el porcentaje de
éxito del procedimiento de calculo que se utiliza en la obtencién de un /C. Por ejemplo, si creamos
un /C en que (1—a) es igual a 0,95, ello supone que si calculamos un mismo /C en distintas
muestras, un 95% de los /Cs contendria el verdadero valor del pardmetro. Es incorrecto interpretar
que un /C en concreto tiene una probabilidad de 0,95 de contener el valor del parametro. La figura
adjunta, adaptada de Wonnacott y Wonnacott (1991, p. 125-131), permite ilustrar el concepto de
intervalo de confianza de un parametro 6, a partir de la distribucion muestral de un estadistico que
se distribuye segun la curva normal y asumiendo un riesgo de error del 5%:

4.1.1. Acerca de (1-a) y de los valores z asociados

» Como ya se ha senalado, se utiliza la expresion (/-a) o nivel de confianza para hacer referencia a

la probabilidad de que el /C que hayamos construido contenga el valor del parametro de interés. En
cuanto que probabilidad, su valor oscilard entre 0y 1 (0 < (/-a) < 1), si bien, suele expresarse
también como % y, por lo tanto, oscilaria entre 0 y 100. También se suele utilizar en la practica el
término antonimo, nivel de riesgo (a), para hacer referencia a la probabilidad complementaria al

nivel de confianza.

* A la hora de construir un /C, debemos traducir el nivel de confianza en dos valores (Zw2) Y Za - o2))
cuya obtencion depende de la forma de la distribucion muestral del estadistico a partir del cual
vayamos a construir el /C. Si esa forma es la distribucion normal, como es el caso de los /Cs cuya
obtenciodn se va a tratar en las dos secciones siguientes, los valores de z.» y z;-«2 se obtendran a
partir de la distribucion normal estandarizada, en concreto, como los valores z correspondientes a
las probabilidades acumuladas o/2 y - a/2, respectivamente. A continuacion se muestras algunos

valores de la distribucion normal estandarizada asociados a niveles de confianza concretos:

(1- o) a Zp) Za-an)
0,68 [68%] 0,32 [32%] 1 1
0,90 [90%] 0,10 [10%] 1,64 1,64
0,95 [95%] 0,05 [5%] 41,96 1,96

0,954 [95,4%] 0,046 [4,6%] -2 2
0,99 [99%] 0,01 [1%] 22,58 2,58
0,997 [99,7%] 0,003 [0,3%] 3 3
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* Los valores zw» ¥ ziu -« correspondientes a los niveles de confianza/riesgo mas utilizados en la
practica estan subrayados en negrita en la tabla anterior, recomendandose su memorizacion a fin de

evitar su busqueda repetida en la tabla de la distribucion normal estandarizada.
4.1.2. Acerca de la precision de los intervalos

» Cuanto mayor se desee que sea el nivel de confianza a la hora de construir un /C, mayores en
valor absoluto serdn los valores de zw» ¥ zi -2 ¥, por tanto, la amplitud del intervalo que creemos.
Ello implica que el intervalo serda menos informativo, menos preciso, pues un /C serd mas preciso
cuanto mas estrecho sea, esto es, cuanto menor sea la distancia entre 1os lins y Lsup del IC. En
consecuencia, no debe olvidarse que el establecimiento de un /C supone un compromiso entre el

nivel de confianza y la precision de la informacion ofrecida.

4.2. Intervalo de confianza de 1a media ( z, )

* Dada una muestra de la que se hayan obtenido datos para una variable X'y en que se conozca la
desviacion tipica de esa variable en la poblacion (algo no habitual), el /C de la media se obtiene de
acuerdo a la siguiente expresion:

o, = o
IC(l-a)(uy,) = |:X+Z(a/) \/K,X—FZ(I%).TZ}

n

* Dada una muestra de la que se hayan obtenido datos para una variable X'y en que no sea conocida
la desviacion tipica de esa variable en la poblacion, se sustituye la desviacion tipica poblacional por

su mejor estimador: la cuasi-desviacion tipica obtenida en la muestra (s, ):

_ Sy © s,
ICA-a)(uy) = {X ooty T o ﬁ}

» La aplicacion de la anterior expresion del /C de la media implica conocer dos valores de la

distribucion ¢ (7, e Y t(n “(1-%) ), algo que podremos conseguir consultando la tabla de esta

distribucion en un libro de estadistica, o bien, a través de algun programa informatico que lo
permita (p. ej., Excel). Ahora bien, a medida que se considera un mayor numero de grados de
libertad en la distribucion ¢, ésta converge con la distribucion normal: las diferencias son ya

practicamente inexistentes para la distribucion ¢ con 30 grados de libertad (ver figura abajo).
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Normal

Probabilidad

Convergencia de la distribucion ¢ de Student-Fisher a la Normal

En consecuencia, para muestras de 30 o mas sujetos, se puede utilizar la curva normal para obtener

los valores z asociados al nivel de confianza elegido:

IC(I—a)(,uX):{)_(+Z(a)-S—X;)?Jrz S—X}

NP A RN

Ejemplo: el gobierno del pais pretende realizar una reforma de la jubilacion que ha suscitado
una gran polémica a nivel nacional. Para sondear la opinioén publica sobre dicha propuesta,
encarga a una empresa de demoscopia que realice un sondeo. Esta empresa entrevista al azar a
1000 personas de la poblacion y les pide que evaltien en una escala de 0 a 10 en qué medida
estan de acuerdo con dicha propuesta (siendo 0: totalmente en desacuerdo y 10: totalmente de
acuerdo). Se obtiene una media de 4,5 y una cuasi desviacion tipica de 2,7. jEntré qué valores
se encontrara la media de la poblacion espafiola con una confianza del 95%? ;Y con una
confianza del 99%?

En este caso sabemos que la distribucion muestral de la media obtenida en muestras de n =
1000 de la poblacion espaiiola se ajustara a una distribucion normal y estimamos que el EE de

dicha distribucion sera:

= 27 =0,085

Sy
In V1000

Por tanto, el /C del 95% es:
1C(0,95)(w) = [4,5+(—1,96~0,085) ; 4,5+(l,96-0,085)] = [4,33 ; 4, 67]

El IC obtenido contendra la media poblacional con una probabilidad del 95%. Si se disminuye
el riesgo de error a 0=0,01, el /C del 99% tiene una probabilidad mayor de contener a la

media poblacional pero, por el contrario, serd mas amplio y, por lo tanto, menos preciso:

1C(0,99)(1) =[4,5-2,58-0,085 ; 4,5+2,58-0,085] =[4,28:4,72]
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* De la expresion de calculo del /C se deriva que éste sera mas estrecho cuanto mas bajo sean, bien
el nivel de confianza (siendo lo habitual en la literatura cientifica que se fijen al 90, al 95 o al 99%),
bien el valor de (0w/7). En este segundo caso, al tratarse de un cociente, éste serd menor cuanto
mayor sea n 0 cuanto menor sea ox. Esta tltima, ox, €s un pardmetro intrinseco a la variable de
interés, no dependiendo en principio de ninguna decision externa, cosa que no ocurre con 7, el

tamafo de la muestra, que si que es una decision que puede venir determinada por nosotros.

Ejemplo con SPSS a partir de los datos obtenidos con el Cuestionario de Vida Académica:

Estimar con un nivel de confianza del 95% la edad media de los estudiantes de Estadistica en
Psicologia de la UVEG, asumiendo que los datos obtenidos provienen de una muestra representativa
de estudiantes (n = 174) de dicha materia y titulacion. En dicha muestra la media se situd en 21,15
afios y la cuasi-desviacion tipica en 5,06 afios.

5,06

J174

I1C (0,95)(u) =21,15£1,96-0,384 = [20,39 ; 21,91]

EE(X)= =0,384

Obsérvese la equivalencia con los resultados obtenidos con SPSS:

SPSS: Analizar | Estadisticos descriptivos | Explorar:

Descriptivos

Estadistico | Error tip.

edad Media 21,15 ,384
Intervalo de confianza  Limite inferior 20,39

1 0, ’ . .

para la media al 95% Limite superior 21.91
Media recortada al 5% 20,30
Mediana 20,00
Varianza 25,608
Desuv. tip. 5,060
Minimo 17
Maximo 50
Rango 33
Amplitud intercuartil 2

Asimetria 3,561 ,184

Curtosis 13,922 ,366

Nota: el boton Estadisticos, en el cuadro de didlogo de la funcioén Explorar de SPSS, permite

modificar el nivel de confianza con el que se crea el IC.

Ejercicio 7: En una muestra de 40 estudiantes se mide el ritmo cardiaco al comienzo de un examen,
obteniéndose un valor medio de 123 p.p.m. (media: 123; varianza = 47). ;Entre qué valores se
hallar4 el verdadero valor de la media de ritmo cardiaco para la poblacién de estudiantes con un

nivel de confianza del 90%? ;Y con una confianza del 95%? %? (Una pista para empezar a resolver
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el problema: dado que no se conoce el valor de la desviacion tipica de la variable en la poblacion,
hay que estimarla a partir de la cuasi-desviacion tipica obtenida en la muestra).

LY cudles hubiesen sido esos /C si la muestra hubiera sido de 20 sujetos? (Datos de interés para la
obtencion del IC (95%): (0.025t19 = —2,09; 0,975t19 = 2,09) y del IC (90%): (0.05t19 = —1,73; 0,95t 19 =
1,73).

Ejercicio 8: Una cadena hotelera desea conocer el nivel de satisfaccion de sus clientes sobre la
calidad del servicio. Para ello seleccionan una muestra aleatoria de 100 clientes y obtienen una
puntuacién media de 7 en una escala de satisfaccion del cliente (rango posible de la puntuacion: 0 a
10) con una cuasi-desviacion tipica de 2,3.
a) (Entre qué valores se encuentra la media de satisfaccion en la poblacion de clientes de esa
cadena hotelera con un nivel de confianza del 95% (o= 0,05)?
b) (Cuadl seria el intervalo de confianza si, con el mismo nivel de riesgo, la muestra hubiera
sido de 300 clientes?
¢) (Y cudlseriael /C cono =0,10yn=300?
Ejercicio 9: En una muestra aleatoria de 20 estudiantes de Psicologia encontramos que la media de
satisfaccion con la carrera es de 6,5 puntos (en una escala de 0 a 10) con una cuasi-desviacion tipica
de 2.4.

a) (Cual sera el valor de la media de satisfaccion en la poblacion de estudiantes de Psicologia?
Realiza la estimacion por /C con un o = 0,05 (0,025¢19 = —=2,09; 0,975t 19 = 2,09)

b) (Cual seria esta estimacion si considerdsemos un a= 0,10? (o0st19=—1,73; 0,95t19 = 1,73)

4.3. El intervalo de confianza de la proporcion (r, )

» Si se han obtenido datos para una variable categérica X en una muestra de tamafio grande, el /C

del pardmetro de la proporcidn para una categoria i de esa variable (7x:) se obtiene seglin:

pXi'(l_pXi) ) pX,.'(l_pX,.)
R P e e

Notese que para la obtencion del EE de la distribucién muestral de la proporcion se ha sustituido el

valor del pardmetro proporcion (7, ) por el de la estimacion de éste obtenida en la muestra ( p, ).

* La consideracion de muestra de tamafio grande se basa en los dos siguientes criterios:

nme>5 yn(l-mg) > 5,
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Ahora bien, dado que no se conoce el valor de 7y, se utilizan los limites del /C en el que se estima
que estd 7y y que deberemos haber calculado antes de poner a prueba estos criterios. Asi, los

criterios a satisfacer pasan a ser cuatro:

n-L,(IC)25; n-L, (IC)25; n-(1- L (IC))25; n-(1- L, (IC)) 25

inf sup

Ejemplo: para la obtencion de un certificado de calidad en la produccion, una empresa de
fabricacion de faros para coche debe demostrar que el n°® de piezas defectuosas que produce y
que pueden salir al mercado es inferior al 5%. Para ello se seleccionaron al azar 200 piezas de
las fabricadas en la ultima semana y se obtiene que 14 de ellas presentan algun defecto de
fabricacion. ;Entre qué valores se encontraria la proporcion de piezas defectuosas entre todas
las fabricadas la Gltima semana? (considera 0=0,05)

En esta muestra p = 0,07 y estimamos que el EE de la distribucion muestral de la proporcion

obtenida en muestras de n = 200 es:

o = 297093 018
i 200

1C(0,95)(7) = [0,07—1,96-0,018 ; 0,07+1,96-0,018] = [0,035;0,105]

Por tanto, el IC del 95% es:

Comprobacion del cumplimiento de los criterios de muestra grande:
0,035-200=7 (=5)
0,105-:200 =21 (=5)
(1-0,035)=0,965-200 =193 (=5)
(1-0,105)=0,895-200=179 (=5)

Dado que se cumplen los cuatro, podemos considerar como adecuado el /C construido.

Ejemplo con SPSS a partir de los datos obtenidos con el Cuestionario de Vida Académica, se estimo

con una confianza del 95%, la proporcidon de mujeres en la poblacion de estudiantes de la Facultad
de Psicologia de la UVEG, sabiendo que en la muestra de n = 174 habia 142 mujeres. Nota: la

variable Sexo fue codificada como: 0, Hombre; 1, Mujer.

Pmujer = 142/174 = 0,816 EE(pmujer) = w = 0,029

1C(0,95)(Tmiger) = 0,816 + 1,96-0,029 = [0,76; 0,87]

(Al ser la muestra tan grande, los criterios de muestra grande se satisfacen sin duda)
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Obsérvese la equivalencia con los resultados obtenidos con SPSS (El IC de la proporcion se obtiene
en SPSS igual que el /C de una media dado que la media de una variable dicotomica codificada con

los valores 0 y 1 es igual a la proporcion de casos en la categoria codificada con el valor 1).

SPSS: Analizar | Estadisticos descriptivos | Explorar:

Descriptivos

Estadistico | Error tip.

Sexo Media ,816 ,029
Intervalo de confianza  Limite inferior 76
para la media al 95% Limite superior 87
Media recortada al 5% ,85
Mediana 1,00
Varianza ,151
Desv. tip. ,389
Minimo 0
Maximo 1
Rango 1
Amplitud intercuartil 0

Asimetria -1,646 ,184

Curtosis , 718 ,366

LY cudl serd el IC del 95% para la proporcion de hombres?

1C(95%)(mhombre) = 0,184 + 1,96-0,029 = [0,13; 0,24]

Al tratarse de una variable dicotomica, se podria haber obtenido como el complementario del

IC obtenido para las mujeres:

1C(95%)(zhombre) = [1 — 0,87; 1 — 0,76] = [0,13; 0,24]

Ejercicio 10: A la misma muestra del ejercicio 6 (n = 40 estudiantes) se le preguntd si utilizaban
alguna técnica de relajacion, siendo 18 los que contestaron afirmativamente. Obtener el /C de la

proporcion de estudiantes que utilizan alguna técnica de relajacion (1 — a = 0,95).

Ejercicio 11: Seleccionamos una muestra aleatoria de 80 adolescentes con problemas relacionados
con la alimentacion y encontramos que un 60% tienen baja autoestima.
a) En la poblacion de adolescentes con problemas relacionados con la alimentacion, estima qué

porcentaje tienen autoestima baja. Realiza la estimacion basada en un /C del 99%.

b) Comprobar si se puede considerar que la distribucion muestral de la proporcion se ajusta a la

distribucidén normal en este caso.

c) (Cuadl seria el intervalo de confianza si el nivel de riesgo aumentara a un o= 0,10?
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d) (Cuadl seria el intervalo de confianza obtenido si la muestra hubiera sido de 150 adolescentes

y se considerase un o= 0,10?
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