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Objetivos del tema

Dar a conocer los conocimientos minimos de probabilidad/estadistica necesarios
para aplicar procedimientos estadisticos a un conjunto de datos, sin incurrir en los
errores mas comunes. NO ES UN RESUMEN DE BIOESTADISTICA NI SE VA A
DEMOSTRAR NADA

Conocer las ventajas y limitaciones que tienen estos meétodos frente a otros mas
avanzados (redes neuronales, arboles de decision, etc).

Conocer las implicaciones del Teorema de Bayes en clinica (jj se suele utilizar a
menudo !!)

Conocer las condiciones que se tienen que cumplir para realizar un determinado
contraste de hipotesis.

Aprender lo que es un analisis de supervivencia.

Conocer el software que puedo usar para realizar un analisis estadistico
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Probabilidad.

La Teoria de la Probabilidad analiza lo que se conoce como experimentos aleatorios;
experimentos cuyo resultado no se conoce a priori pero que estd limitado a un
determinado conjunto de resultados conocido como espacio muestral. Este espacio
puede ser discreto o continuo.

Otra definicién importante es la de evento o suceso que es un subconjunto del espacio
muestral.

Destacar que la frecuencia relativa de los resultados de los experimentos aleatorios,
cuando se realizan un gran nimero de éstos en las mismas condiciones, si es
predecible; éste es el punto de apoyo para los ingenieros.

Esta frecuencia relativa

de un evento A es lo que N ( A) Donde N (A) es el nimero de veces que ocurre el evento a
se conoce intuitivamente|__" sobre n experimentos. Evidentemente este cociente tiene como
y viene definida por la n limites O (no ocurre nunca el suceso A) y 1 (ocurre siempre)

siguiente expresion.

Cuando se considera que el nimero de experimentos tiende a « y la frecuencia
relativa, en ese caso converge a un valor; dicho valor se conoce como probabilidad del

evento A.
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Probabilidad.

Un ejemplo seria el lanzamiento de un dado; el espacio muestral seria 1123456¢: a
priori no se conoce el resultado del lanzamiento pero si se lanza muchas veces el dado

la probabilidad de aparicién de cualquier nimero es 1/6.

Estudiar un evento no tiene mucho sentido practico; se analiza su frecuencia relativa y se
determina si se le puede asignar una probabilidad; algo mds practico (j;; y divertido!!!!) es
considerar la probabilidad de la combinacion de varios eventos diferentes.

Union de dos eventos. Es el evento que consiste en todos los resultados contenidos en uno
de esos dos eventos. Se representa por U.

Interseccion de dos eventos. Es el evento que consiste en todos los resultados contenidos en

los dos eventos. Se representa por M.

Complemento de un evento. Es el evento que consiste en todos los resultados no contenidos
en dicho evento. S1 E es es el evento representaremos su complementario por E(c)

A modo de ejemplo consideremos el lanzamiento de un dado. Definimos E1={4,5 0}, E2={2,4 0}.
Tendriamos entonces Elu E2 ={24,5,6}; ElmE2 ={4, 6}; El(c)={1,2,3}; Ez(c)={1,3,5}
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Probabilidad.

Otra definicion importante es el de eventos mutuamente exclusivos. Dos eventos
son mutuamente exclusivos si no se pueden dar a la vez. En el lanzamiento de un

dado los eventos A= {1,3,5} y B={2,4} son mutuamente exclusivos.

Lo comentado hasta ahora nos acerca a conceptos de la teoria de conjuntos. De
hecho es inmediato comprobar que dos eventos son mutuamente exclusivos si su
interseccion es cero. Existe una aproximacion matematica a la probabilidad que no

haria uso de las frecuencias relativas.

Axiomas de Probabilidad.

Una medida de probabilidad P[.] es una funcion que mapea eventos en un espacio
muestral (S) a numeros reales cumpliéndose los siguientes axiomas.

Axioma 1. Para cualquier evento A, O<P[A]<I.

Axioma 2. P[S]=1.

Axioma 3. Si se tienen dos eventos, Ay B, mutuamente exclusivos
entonces P(A U B)=P(A)+P(B)
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Probabilidad.

Los axiomas anteriormente mencionados son muy simples pero, a la vez muy
potentes; a partir de ellos se puede demostrar lo siguiente

P[D]=0; P[A(c)]=1-P(A)
P[AUB]|=P[A]+P[B]-P[ANB]
S1 el evento A esta incluido en B; denotado por A B, entonces P(A)<P(B)

S1 un evento B esta formado por los eventos elementales s; 1<i<k B={sy,

S5 ,.... S} entonces se tiene P[B]=> P[s;]

S1 se tiene una coleccidon de eventos Bi 1 <i<k mutuamente exclusivos entre

si entonces el evento union de todos ellos B= By U By U By tiene
como probabilidad la suma de las probabilidades de cada uno de ellos;
P[B]=3 P[B;]
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Independencia.

Se dice que dos eventos son independientes cuando la probabilidad conjunta es igual al
producto de las probabilidades de cada uno de ellos. De manera intuitiva dos procesos
son independientes cuando la ocurrencia, 0 no, de uno de ellos no influye en el otro.

Bsloes I p(FnG) = P(F)P(G)

Generalizando esta definicion se dice que una ; ;

leccién n mutuamente independiente si, T~ T
coleccié de'eve tos es 1 utuamente indepe d.e tes p ﬂ R | = H P(F} )
para cualquier subconjunto de esa coleccién de

eventos, se cumple

Hay que tener especial cuidado con el concepto de independencia, en primer lugar el
hecho que se cumpla la igualdad anterior para todo la coleccién de eventos no significa
que se cumpla para un subconjunto.

NO es lo mismo el concepto de eventos mutuamente exclusivos o independientes; jno es
lo mismo!.
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Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes.

En el mundo real existen muchas interacciones entre variables que forman un determinado
modelo, sea este mecénico, eléctrico, electrénico, etc. Esto supone que la observaciéon de un
determinado fenémeno puede ayudar a predecir mas facilmente el resultado de otro. Esta
“prediccion mds sencilla” refleja que la observaciéon del primer fenémeno modifica o

condiciona la probabilidad del segundo.

Sean dos eventos A y B definimos la probabilidad de A dado que el
evento B ocurri6 como P[AIB]; esta probabilidad se denomina P(AIB) - P(ANB)
probabilidad condicional de A dado que B ocurrio. Otra P(B)

denominacion es probabilidad de A condicionada a B.

De la ultima expresion se puede obtener el Teorema de Bayes, P(B1A)- P(A)
fundamental a la hora de inferir probabilidades; su expresién P(A|B)=

viene dada por: P(B)

La generalizacion de este teorema viene dado por la P(E, 1 A) = P(AIES)-P(ES)

siguiente expresion; aqui los E; son eventos E P(E,)-P(AIE,)

mutuamente exclusivos y exhaustivos (U Ex=S).

EL DENOMINADOR DE LA ULTIMA EXPRESION HAY QUE ANALIZARLO CON
DETENIMIENTO......MUY IMPORTANTE!!!!!!
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Ejemplos de lo comentado

Menopausia

Aqui nos encontramos con algo
S| NO g &

tipico; hemos recogidos datos
Normales 1750 1350 3200 en una poblacion lo

suficientemente grande y

Trastorno A | 165 35 200 representativa sobre la
Trastorno B 45 e 100 aparicion de de’Fermlnados
trastornos en mujeres; algunas
1960 1440 3500 pregu ntas.......

{Probabilidad de padecer el trastorno A?=200/3500=0.057

(Probabilidad de no padecer ningun trastorno?=3200/3500=0.914

EL ENFOQUE PRESENTADO AQUI ES UN ENFOQUE DE LA PROBABILIDAD
FRECUENCIAL (EL OTRO PARADIGMA IMPORTANTE ES EL BAYESIANO).
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Ejemplos de lo comentado  :Probabilidad de padecer el

trastorno A o el trastorno B

Menopausia :
(recordemos que si se da uno no

S| NO se da el otro)?
Normales 1750 1350 3200 =(200/3500)+(100/3500)=0.085
(Probabilidad de padecer el
Trastorno A | 165 35 200 trastorno A  ser menopausica
(CUIDADO)?
Trastorno B 45 55 100 =(200/3500)+(1960/3500)-
1960 1440 3500 (165/3500)=0.57

¢Son independientes los sucesos de
menopausia y de padecer el
trastorno B!. Esto es asi si se cumple

;Probabilidad de menopausica y de padecer P(M n B) =P(B) P(M)=
el trastorno A?=165/3500=0.047 P(M n B) =45/3500=0.012
P(B) P(M)=(100/3500) -(1960/3500)=
0.016 NO LO SON (CLARO!).

Otra manera..P(M n A) =P(A|M) P(M)=(165/1960) (1960/3500)=(165/3500)
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Ejemplo del Teorema de Bayes.

Se escoge una muestra de 1000 personas de las que el 65% son enfermos. De los enfermos hay
un 85% de casos que tienen un cierto sintoma y de los no enfermos el porcentaje de casos de
personas que presentan sintomas es del 5%.

850/0 150/0 950/0 50/0

Lo primero es usar una expresion muy util en teoria de probabilidad; a modo de ejemplo; si
escogemos una persona al azar; jcual seria la probabilidad de que tuviera ese sintoma?

P(S)=P(E) P(S|E)+P(NE) P(S|NE)=0.65 0.85+0.35 0.05=0.57

¢Cual es la probabilidad que, seleccionando una persona que tiene ese sintoma la persona este
enferma!?

P(E|S)=[P(S|E) P(E)]/P(S)=[0.85 0.65]/0.57=0.96
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Ejemplo del Teorema de Bayes. Pruebas clinicas

Y POBLACION

P

1-p4 Especificidad Po 1-P2
Sensibilidad

ENFERMO

RESULTADO DE LA PRUEBA

En este esquema tenemos que P es la probabilidad de tener una cierta enfermedad; Pl es la probabilidad que,
estando sano, la prueba acierte, este parametro se conoce como especificidad, por el contrario P2 es la
probabilidad que estando enfermo la prueba diagnostica acierte; este parametro se conoce como sensibilidad.
Ejemplo: tomemos p=0.02; p1=0.05 y p2=0.97; con estos valores me realizo la prueba y sale positivo,
¢ cual es la probabilidad que este enfermo?. S=Si; N=No.

P(S)= [P(S|Enf)-P(Enf)]+ [P(S|Sano)-P(Sano)]=0.97-0.02+(1-0.05)-(1-0.02)=0.95
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Ejemplo del Teorema de Bayes. Modelos(I)

Supongamos que nos plantean un problema en el que
tenemos que establecer un modelo que prediga si un
paciente tiene, o no, una determinada enfermedad.
Dicho modelo se aplica sobre la muestra que se tiene
obtenieéndose lo siguiente:

Si nos preocupamos de la capacidad
de prediccion del modelo aparecen
dos cantidades importantes; que
son los valores predictivos (positivo

y negativo).

o S S T o ST VPP=P(Enf|S)=[P(S|Enf)-P(Enf)}/P(S)

Con esta tabla podriamos calcular los parametros de

la anterior transparencia asi como algunos otros que

se utilizan habitualmente en los modelos predictivos
clinicos.

Sensibilidad=P(S|Enf)=25/30=0.833
Especificidad=P(N|Sano)=75/85=0.88

VNIVERSITATG IDVALENCIA
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VPN=P(Sano|N)=[P(N|Sano)-P(Sano)]/P(N)

De la tabla se puede deducir que

P(S)=35/115=0.304
P(N)=1-P(S)=80/115=0.695
P(Enf)=30/115=0,260
P(Sano)=85/115=0.739

por lo que usando la sensibilidad y
la especificidad se tiene

VPP=[0.833-0.260]/0.304=0.71
VPN=[0.88:0.739]/0.695=0.93
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Ejemplo del Teorema de Bayes. Modelos(II)

True Positive Rate (Sensitivity)

0.7 08 09 1

02 03 04 05 06
False Positive Rate (1 - Specificity)

0 0.1

(Advanced Data Mining Techniques, Springer 2008)

Una figura muy usada es lo que se conoce como curva
ROC (Receiver Operating Characteristic) donde se
representan las cantidades sensibilidad y (-
especificidad) en funcion de un determinado
parametro de nuestro modelo o de alguna cantidad de
la prueba clinica a realizar.
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La siguiente tabla
da todos los
parametros de
las tablas 2x2.

Enfermedad

Si No

+ A B
Test
: C D
Sensibilidad A/(A+C)
Especificidad D/(B+D)
Valor predictivo AJ(A+B)
positivo
Valor predictivo D/(C+D)
positivo
Aciertos (A+D)/(A+B+C+D)
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Variable aleatoria. 2

Se puede establecer una correspondencia
entre los eventos del espacio muestral, yasea
discreto o continuo y los niimeros reales. Se
tiene entonces una variable aleatoria, bien
discreta bien continua. En la siguiente figura
{2 es el espacio muestral, W son los

diferentes eventos y X es la variable > R
. X(w,) X () X(CU3) X(w,)
aleatoria.

A modo de ejemplo tenemos las siguientes variables aleatorias:

En el lanzamiento de una moneda le asigno un 1 si sale cara y un O si sale cruz.

Con la misma asignacion anterior puedo plantear la variable aleatoria “valor
acumulado que se tendré tras cinco lanzamientos”

No tiene por qué existir una asignacion, asi si considero el lanzamiento de un dado
el propio valor del dado puede ser la variable aleatoria.
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Variable aleatorla.

Se define la ffumeidm

aleatoria X aquella deﬁnida dela

denota probabilidad).

Esta funcién pwcrdlfc ser continua o
fl . [ 4’:”\ IV\ la ArAama caa "\I’
discreta. e ] NaicnNngo g€ COomMo sca €
’Ci\:lgam n() muestral. l._,'\l a HU‘TT(CI’@"W lm"%

una serie de ]gl fulumm m(\J(\.\ 1’ WI”’VN tantes

COmo SOn.

- dle distimibue

om de la variable
siguiente forma (P F

1. 0 < Fx(aj) < 1.
2. Fx(x) is nondecreasing: Fx(z1) < Fx(xo) if 21 < xs.
3. Fx(—o0) =0 and Fx(4+00) = 1.

4. Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Relacionada con esta funcion de
distribuciéon se encuentra la funcion

densidad de probabilidad definida de

la siguiente forma.

px()

dFy (x)

dx
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.=y { ’r - sy :r\’ 1 -~ ¢ I 0 ’f:r
C'Umﬁmdm\ 1a variable aleatoria

N ‘-:,- ~ - ks . - ‘:':"r > v
es discreta se utiliza otra
/r - - \: L -~ \: rr -
ITUNCION CONnoOCida COMo

P—--ﬁ‘:’ -r\-r--ﬁ-ﬂﬂ o)
funcion de probabilidad

definida como p p— P X — Qj)
i 2
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Variable aleatoria. Ejemplos (I).

Lanzamiento de un dado.En este caso Binomial. Variable aleatoria que da el nimero

habria que determinar el valor de P(x=k) si de eventos que suceden en una secuencia de n
estamos interesados en la funcién densidad; independientes pruebas de  Bernouilli.
tenemos entonces 1/6 para todo k; o bien, si Ejemplos nimero de caras tras n lanzamientos
estamos interesados en la funcion de Jde unpa moneda; nimero de personas que

distribuci6n se tendria F(1)=1/6; F(2)=1/3; padecerdn una enfermedad si se tiene una cierta
F(3)=1/2; F(4)=2/3; F(5)=5/6 y F(6)=1. probabilidad de aparicion.
Bernouilli. Variable aleatoria que toma dos 0, otherwise

valores con probabilidades py 1-p. Ejemplos Fx ()

lanzamiento de una moneda asignando 1 a |

cara y 0 a cruz; que un determinado ?
. 2 a¢ . 025 |
tratamiento médico vaya bien. !
fr @ Fy () 0.20 - T : :
1 p >— 0.15 I I I T
o
0.10 — | | | I
D - 4 | | I
I-p e I-p e 005 |- : !
| | | | I ? L d ° ° ° ° o X
_ x X 0 2 4 6 8 10 12
0 1 0 1
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Variable aleatoria. Ejemplos (II).

Poisson. Variable aleatoria que es wuna

aproximacion de la binomial cuando n es
grande (n>30) y el valor de p es pequefio
(p<0.1). Es la que manejan compaiifas de
seguros (sucesos raros con una poblacion
relativamente alta).

k
P[X=k]=e* £ k=0,1,2.
k!

045 T T
Jar
035
03}

025

plE=%)

015} %

0.1 F

005

>
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Uniforme. Variable aleatoria con densidad de

probabilidad constante en un intervalo.
Tipica en problemas donde no se tiene un
conocimiento “a priori” del resultado del
experimento; como veremos siempre la
utilizamos de forma “encubierta”

a<xr<b

. 0, otherwise

flx)

—

o
I
Q

a b x

Applied Statistics and Probability for Engineers,
John Wiley & Sons, 2003
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Variable aleatoria. Ejemplos (I1II).

Normal. Es la “reina” de las variables aleatorias a
causa del Teorema del Limite Central. Este
teorema viene a decir que, la suma de un o
conjunto de sucesos aleatorios sigue una

distribucién normal. Su  densidad  de "
probabilidad es
1 T — 1)
fx(x):\/ﬁexp{—( 205) } — -
g. —
normal
M _
t de Student. Variable aleatoria R ° t,
parecida en forma a la normal y que se 2 o
utiliza muy a menudo en los ©
contrastes de hipétesis de tipo S -
paramétrico. EXxiste un parametro en
su funcién de densidad que es el S

I I [ [ I I I
nimero de grados de libertad, v, -6 4 2 0 2 4 6

denotandose dicha variable por t zort
pO v Statistics and Data with R; An Applied Approach Through Examples, Wiley 2008
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Variable aleatoria. Momentos.

LJ - o= /i s

Jlldb\ 7\ fﬂll\\)hm SC ;l(\.lH > UNA SCIr l’ /\J\. - \r\’\.l llTl’Cﬁ.'(T\fJ.]’\.n

® J’ » f ~ [ r\’ \,‘,‘M r /‘.o’, : ~
’\-WVJ’CI\?T‘(\T\. encontrar aigun ST ~‘||111.u“’u/\? fisico usando

Aparecen entonces los momentos. (en lo que sigue

O

““““

Sy PN - el - - N ~

m S QUEC SC COITES D’JTTWLTT( On NUMeEenros reales
R s LTl = ", fiz ; o o N o \'T

1as funciones ’JCMMWH\ AINICTIOITNCNLIC |

& - T 1’\.,.\,:4',\4' d - bacslac e AdladN
[, €8 la funcidon densidad de proovabilidad)

de |a variable

7 r \r\/‘h-ﬁ: N

Q1A L0

COMOo k

oo | me=E[X]= [ xf.(x)-dx Variable continua.

A partir de ahora se
supondrd que la
variable es continua,

ria X u, =E/X]|= E X, P(x=xp) Variable discreta. |es inmediato obtener

laexpresiondiscreta.

Generalizando esta definicién se tienen los
momentos de orden n, (resaltar que la anterior
definicién es el momento de orden 1)

e f (X)) dx

Otros pardmetros importantes son
los momentos centrales de orden n

- - - - - 7
N

= { 'S s > N 7 IS s rerey | i > e
Uno da€ 108 momentos centralés mas

\

‘(?:':"r I . n g ’r\ X
Ut Zados €8 1a Var
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E[(X—mx)2]=f(x m ) fr(x)-dx
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Significado de algunos momentos.

VALOR ESPERADO; da idea de la tendencia central
de la variable aleatoria de acuerdo a su

distribucion de probabilidades.

(Gaussian
Y4ixt=0

‘u_j_3

O

vatlx}>0
v4{x}<0
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VARIANZA; da idea de la dispersidon de la variable
aleatoria (refleja la anchura de la distribucién). Un
parametro que se utiliza mucho mas que la
varianza es la DESVIACION ESTANDAR, o, que es la

raiz cuadrada de la varianza.

T

SESGO; define el grado de asimetria de una determinada
funcion densidad de probabilidad; el parametro mas
utilizado es el cociente entre el momento central de orden

3 y la desviacién estandar al cubo
S (x)
A 4
Qe Q, = O, '."'(x—mx)-q

NG ,
/.._L\E > X __J"Q > X

F ; - -
m, s m,

"" Q]‘_K_ Qz—)l—) Q} 'l'

[
L
L]

Sesgo = M—33
(b) (<) o
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Estadistica.

Hasta ahora hemos analizado las caracteristicas y los parametros que definen una magnitud que
procede de un experimento aleatorio; esa aleatoriedad puede ayudarnos a explicar diferentes
comportamientos en situaciones reales. Podriamos definir la estadistica como aquella parte de

conocimiento que analiza procesos donde existe un determinado grado de aleatoriedad

Estas son las etapas clasicas de cualquier
Planteamos hipotesis analisis estadistico.El problema que nos
encontraremos en muchas ocasiones es
que la toma de datos o muestreo, que es
Recopilamos datos una etapa esencial en el desarrollo de
(muestreo) modelos, se realiza sin ningun control de
tal forma que se tienen los datos que el
clinico ha recopilado a lo largo del
Analisis de datos tiempo pero no se ha disefiado una
toma de muestras. Debemos empezar a
tener en cuenta que una cosa es lo ideal

Obtencion de conclusiones y otra cosa lo que nos vamos a
encontrar.....
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Estadistica. Definiciones.

Poblacion; conjunto sobre el que estamos interesados en obtener
conclusiones, en la mayoria de las ocasiones es demasiado grande para
poder analizarlo.

Muestra; subconjunto de la poblacion y del cual tenemos datos y
observaciones. Evidentemente deberia ser representativo de la poblacion.

Estadistico; es una funcion de los valores de la muestra; uno de los mas
sencillos es la media muestral.

Contraste de hipotesis; también se le conoce como prueba de
significacion o prueba estadistica y consiste en decidir si una determinada
hipotesis sobre la poblacion debe ser aceptada, o no, analizando
estadisticamente /g muestra.

Paramétrico y no paramétrico, son los dos tipos de contrastes que
puedo realizar dependiendo si la caracteristica sobre la que se realizo la
hipotesis se ajusta a una determinada distribucion de probabilidad o no.
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Contraste de hipotesis.

El punto de partida de este analisis son
dos hipotesis; la que se conoce como
hipotesis nula y se designa por Ho y la
que se denomina alternativa y que se
designa por H| . Hay que escoger como
hipotesis nula la mas simple y la que
conlleve (si se da el caso) un signo de
igualdad.

Ejemplos de planteamiento de hipotesis
podria ser:
Ho: existe igualdad de salarios entre
hombres y mujeres
Hi:no existe igualdad de salarios entre
hombres y mujeres

Ho: la edad media de jubilacion
anticipada es de 62 anos

Hi:no es de 62 anos

VNIVERSITATG IDVALENCIA
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CLASE DE ERROR

Ho cierta | Hofalsa

Acepto | No hay | Error de
Ho error tipo |l

Rechazo | Error de | No hay
Ho tipo | error

La idea es establecer un modelo
probabilistico para tomar una
decision de una determinada
magnitud que se conoce como
estadistico de contraste. . En dicho
modelo se estableceran dos zonas
disjuntas y complementarias
denominadas zona de rechazo y
zona de aceptacidn.
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Contraste de hipéteSiS. La pregunta evidente es; ;qué umbral

ponemos para aceptar/rechazar la
Distribution of t hipotesis nula?. Ese umbral denotado

or , se conoce como umbral de
under H,. P

\ significacion Y, normalmente, se toma

igual a 0.05. Si se quiere mayor
seguridad de cumplimiento se puedo
reducir ese umbral, otras elecciones
son tomarlo igual 2 0.01 0 a 0.001

Probability

Los paquetes estadisticos devuelven
el valor de la probabilidad, p, que se
conoce como dignificacion muedstral

120'@ de‘| 2 3 de la hipotesis nula, de tal forma que
aceptacion se procede de la siguiente forma:

El problema aqui radica en conocer todas las posibles

distribuciones que se pueden tener segun el tipo de p< o: Rechazamos Ho
hipotesis a comprobar y segun las condiciones que se
cumplan en nuestros datos (si el test tiene que ser p> o Aceptamos Ho

parametrico o no parametrico).
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Contraste de hipotesis.

Establecemos hipotesis de
trabajo

Recogemos los datos necesarios

Fijamos Ho

Determinamos el analisis a
realizar de acuerdo a las
condiciones que se cumplan

Aceptamos o rechazamos Ho de
acuerdo al valor de p obtenido y

al de & fijado con anterioridad.

VNIVERSITATG IDVALENCIA
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Esta parte se conoce como
muestreo y existen muchas

formas de hacer dicha recogida.
Es la etapa critica ya que los
datos tienen que ser
suficientemente representativos
de lo que se quiere determinar.
Lo que uno se encuentra, en
muchas ocasiones es la base de
datos que se tiene de la practica
diaria (la teoria esta bien

Recordemos siempre lo que estamos
haciendo; el resultado de p indica la
evidencia en contra de la hipotesis
nula; cuanto menor es este valor

mayor es la evidencia contra dicha

hipotesis.
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Contraste de hipotesis. Resumen.

Flow chart for hypothesis tests

Numerical data

Categorical data

I | I I
2 categories
1 group 2 groups > 2 groups (investigating > 2 categories
proportions)
; ' | | ]
One-sample y
t-test (19) Paired Independent Independent 1 group 2 groups > 2 groups CI;;;q(lJzaSr;a d
Sign test (19)
I
I I
Paired rtest (20) Unpaired One-way test for a Chi-squared
Wilcoxon signed test (21) ANOVA (22) z ef,[. o Daired ndependent test (25)
ranks test (20) | | Wilcoxon rank | { Kruskal-Wallis psrppot '0,[ és) ae ndepencen Chi-squared
Sign test (19) | | sum test (21) test (22) ign test (23) trend test (25)
Chi-squared
McNemar's test (24)
test (24) Fisher's exact
Medical Statistics at a Glance, Blackwell test (24)
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Analisis de supervivencia.

En un analisis de supervivencia
estamos interesados en dos
variables; por una parte la

ocurrencia, o no, de un determinado
suceso Y, por otra parte, el tiempo
que transcurre hasta que se produce
dicho suceso.

Tiene aplicaciones en un gran
nimero de campos, por ejemplo, en
la industria se utiliza para evaluar el

tiempo de funcionamiento de los
componentes. En clinica lo podemos
usar para determinar el tiempo de
recuperacion usando un
determinado farmaco, el tiempo que
el paciente sobrevive tras un
determinado trasplante, etc.
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Variable 2

Variable |

Dias antes
del suceso

1,2 -0,3 4
0,6 2,4 2
2,2 l, | I

5

Usando estas
variables

i PREDECIMOS EL

TIEMPO!
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Analisis de supervivencia. ,
Definimos una funcidn de supervivencia que da Aqui nos encontramos con dos

la probabilidad que un determinado individuo no problemas importantes de cara a
tenga la ocurrencia del suceso antes del tiempo t ~ Un analisis estadistico; por una

S(t) — P(T S t) parte el tiempo no sigue una
distribucion normal y, por otra

parte, existiran sujetos que saldran
fuera del tiempo de estudio vy, por

tanto, no se conocera el tiempo en
el que se produce el suceso. Estos
sujetos se conocen como sujetos
censurados. En este grupo estan

f | también los que son apartados del

time : ,

g 0 _ estudio por alguna razon o,

S(0)=0y S(c0)=1.Una manera de obtenerla a simplemente abandonan el
partir de los datos es mediante la estimacion estudio. Normalmente se asume

_ que estos sujetos se comportan
S(t)_N(t)/NtOtal igual que los sujetos al final del

Donde N(t) es el numero de sujetos en los que estudio.
no se ha producido el suceso en el tiempo t (ni

. . anterlorlnente) e _ s , - -
VNIVERSITATG IDVALENCIA Emilio Soria, Antonio José Serrano y José David Martin Dpto Ingenieria Electrénica, ETSE
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Analisis de supervivencia.

Otra funcion relacionada con la funcion de

Se define la funcion de riesgo, o tasa de
fallo, h(t), como la tasa instantanea de

supervivencia, que denotamos por F(t),es 1a  fa]lo en el instante t. Se calcula como

que da la probabilidad de ocurrencia del

suceso transcurrido un tiempo t; es
inmediato obtener

S(t) = 1 — F(t)

Esta claro que F(t) y S(t) tienen un
significado de funciones de
distribucion de probabilidad.
Obtendremos ahora una funcion
densidad de probabilidad de
ocurrencia del suceso, f(t), a partir de
F(t) como

f(t)=limaco (N(t+At)/At)=F(t)
Donde N(t+At) es el nimero de
sucesos que ocurren en el intervalo de
tiempo ty t+Aty F(t) es la derivada
de la funcion F(t)

VNIVERSITATG IDVALENCIA
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h(t) = f(t)/S(t)
h(t) = -S’(t)/S(t) = -d log S(t)/dt

Podemos intentar determinar alguna
de las funciones anteriormente
mencionadas mediante dos
aproximaciones; paramétrica
(asumimos una determinada forma
para la funcion y determinamos sus
parametros) o bien podemos plantear
una aproximacion no paramétrica (no
se asume ningun modelo y son los
propios datos quienes definen dichas
funciones).
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Analisis de supervivencia.

En relacion a las aproximaciones parameétricas
se tienen los modelos que consideran la
exponencial y su generalizacion, la distribucion

de Weibull
Exponencial S0
f(t) = AeMt 1
S(t) = e™M
h(t) = A

Modelo de Kaplan-Meier es un modelo no

paramétrico en el que se tienen un producto
de probabilidades.

S(t) =TI (n -d. )/ n

d; is the number of deaths in interval j
1 n is the number of individuals at risk

One interval per death time

>

2 45 8

VNIVERSITATZ IDVALENCIA
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(" k )
f()= ( )k_l'e_(;‘)
AN k-1
7 k (1
‘S(t)=e (A) @h(t)=x-(x) :
%% =

Representacion de
f(t) para diferentes
valores de los

_~Pparametros

2 25 3 33 q a5

()

Otra aproximacion ampliamente extendida es el
modelo de Cox donde la funcion de riesgo es

Product is from time interval 1toj  Donde hi(t) es el riesgo para el individuo i en el instante

t, Xk son variables descriptivas de dicho individuo v,

finalmente, las Bison los parametros que se han de
determinar de acuerdo a los datos que se tienen.
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Estadisticos (I)

Hasta ahora se han analizado las

Queremos diferentes distribuciones/densidades
! | conocer 1 de probabilidad mediante una serie
Poblacion |——> | Parametro de magnitudes (valor medio,
. ) . ) desviacion estandar, sesgo, etc).
Tomamos {Como se procede cuando no se
datos conoce EXACTAMENTE la funcion
(muestreo) que genera los datos obtenidos!?.
4 ) 4 )
Muestra | =————> | Estadistico La manera de proceder sera estimar
las magnitudes anteriormente
S ~ Calculamos ™ “ comentadas a partir de los datos que
Una definicion muy general de estadistico es 5 H€NeN: En fas expresiones que
el de cualquier cantidad determinada a partir ~ >'/&1¢" 3€ SUpPONE Und distribucion
de los datos obtenidos de un muestreo. Esa uniforme para el calculo de eses
cantidad tendra un caracter aleatorio en magnitudes. En todas las expresiones
cuanto que su origen es un proceso de se puede utilizar la frecuencia de
muestreo; podemos aqui aplicar nuestros aparicion del dato para los diferentes
conocimientos de probabilidad y estadistica. calculos.
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Estadisticos (Il)

Con estos indices se puede tener una idea de
la tendencia central (los tres primeros), de la

Estadistico Se calcula como dispersion (varianza y desviacion estandar) y
de la forma (sesgo y curtosis)en cuanto a la
, _ 1< distribucion de la variable.
Valor medio T == Z;rj

j=1

Es el valor central que queda tras Todos estos indices, se pueden entender a
Mediana ordenar los valores; (semisuma si través del histograma. La variable se divide en
9

tengo un nimero par de valores) intervalos regulares y se representa el
numero de casos en cada intervalo.

Moda Es el valor que mas aparece
N 50— —0.25
Varianza ar(ry...oN) = =— ) (¥, —7)
N —1 — 40 — 22\ N(70,4) — 020 g
J=1 / N o
£ ¥ (&)
S / \ =
Desviacién | 5 0 / . —o1s 8
] olr)...xNy) = \/Var(zl TN I ¥ \ g
estandar 20| / = o &
- / \\ 0.10
1 : x4 r ’ f 1
‘ . , e - / \
Sesgo Skew(.rl e oo L] f) = — — 10 y; N —0.05
."1\' (T ,// ~
J=1 1.-F =2
64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76
Percentage yield
1 N pi — 4
Kurtosis Kurt(z)...xn) = i E { g ] —3 Fundamentals of Probability and Statistics for
N o Engineers, Wiley, 2004
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25% 25%

Estadisticos (Il e

Sk Principles of Medical :E:E: E:E:E:
Estadistico Se calcula como Statistics, Chapman & B eton b
Hall, 2002 0 R XA
First 2N ‘,' .:,.: 8 Fourth
P il Es el valor por debajo del cual (|<>2V;3§t) QRIS I (highest)
ercent hay un p% de los valores oo Y/ N T
Eselvalorpordebajodel Cual TO I 25..w..750000000000000T 100
. () 0 0
Cuartil hay un p% de los valores mover PERCENTILES (never
(p=25,50,75) reached) reached)
R Diferencia entre el valor 600 ' ' ' ' ' ' ' '
ango maximo y minimo
500 -
. _ 4001
Rango Intercuartil Diferencia entre el tercer 2
(o]
(IQR) cuartil y el primero 7 300y OUTLIERS
z
200
Con estos parametros, junto con el
: : - 100}
histograma, se pueden determinar los outliers,
valores atI.pIC(?S Y que, en Ia. mayoria de 0, I P ————
aplicaciones, se eliminan. Valor
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Valor medio y proporcion

De todos los estadisticos destacamos, por su importancia para nosotros, f N A h
el valor medio y la proporcién. Esta proporcion se entiende como el numero p =
de veces que se da una determinada posibilidad frente al total. | NTotal )

Un concepto importante es el de N% intervalo de confianza para algun estadistico p; es un
intervalo en el que se se tiene un P% de probabilidad de contener a p.

El valor medio sigue una distribucion En el caso de una proporcion podemos, en principio,
normal si se conoce la desviacion asimilar esta variable a una funcion de distribucion
estandar de la poblacién y una t-Student binomial. Se sabe que, si en una distribucion binomial el
si hay que estimar dicha desviacion.El  numero de elementos de la muestra es alto se puede

intervalo de confianza viene definido considerar una distribucion normal . conn esta distribucion
por lo que se conoce como error podemos establecer un intervalo de confianza de la
estandar de la media (SEM). Si siguiente forma (aqui error(n) es la proporcion).
consideramos un intervalo de confianza |
e errory +(1—error,
del 95% se tiene: errory =7y \/ C (N c)
4 ™
[m—-1.96-SEM,m+1.96- SEM |
o
SEM = —— Confianza % | 80 90 | 95 929
\ N J
4 )
: ZN 1,28 | 1,64 [ 1,96 | 2,58
_m - tOOS : SEM, m + t005 ’ SEM]

{Qué relacion hay entre este intervalo y el definido para el

N

S 1 2

SEM = — < S = —-E(xk — m) valor medio?
1/N N -1 =~ y
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Valor medio (ll)

-
)
—

(c)

Probability density function

Frequency

Statistics for Environmental Engineers,

14 - 40 random samples of n =4 Lewis Publishers
1% 82820 see,, % 8% ':i": hop,. = Larent
v 1013 "".n-'T'_l_-"‘:‘! no LNt = distribution
. z % b * = N(10,1)
. _
12| Sampling
1_:&10_4_. et ao ane byge distribution
n g | . . = of the mean
IS normal
e 50 - Samples of size 10
140 _ 40
105 §30r
0.70 F g 20
ME_....,............. L1g_-=....r,'r---1f-f'hﬂ.....

0.00 0.05 0.10 015 0.20 025 0.30 0.35 0.40 0.45 BEUHES IZIEI:I
Lag,, (triglyceride)

50 Samples of size 20

0
0,00 0.05 0,10 0.15 0.20 0.25 0,30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
Log: 5 (Inglycenide)

Medical Statistics at a Glance, Blackwell

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0:25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0EQ

(b)

Frequency

{d)

Lonyg (triglyceride)

Samples of size 50

T |I-|.|..I 1 & F & §F & 1

UL‘!D DDEDID{HS I}IEU 0.25 0.30 0.35 0.40 045 0.50 0.55 0.60

Log,q (trighyceride)

Population

Sample (xy, x5, X3,000, X

— Histogram

x, sample average
s, sample standard
deviation

X

A
|

X

Applied Statistics and Probab?q'lity for Engineers,

John Wiley & Sons, 2003
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Variables cualitativas (I)

Ahora cabe preguntarse, ;que podemos hacer con las variables cualitativas?. Aqui podemos plantear
dos tipos de pruebas; la de homogeneidad e independencia. En la de homogeniedad se busca
determinar si los datos que se tienen son los mismos respecto de la categorizacion establecida. En
la segunda buscamos conocer si las categorias de las filas son indepenedientes de las categorias de
las columnas cuando los datos se dispoenen en tablas.

. _ 0 Sti
Este tipo de anilisis se basa en ~ Este estadistico
obtener un estadistico definido © - slguetna
por la siguiente cantidad 5 o distribucion de tipo
j c - _ chi-cuadrado. Este
X2 = E[(ﬂbse“’e‘i— expecmd)_] X © tipo de distribucion
expected @ o queda caracterizada
L o 4
. ) — or un parametro,
Estas cantidades de observado/ 8 oS P P,
. V, conocido como
esperado hacen referencia a los ,
o grados de libertad
que uno observa (los datos que S LS. : ol
. , : ue es igual a su
se tienen) y a lo que se tendria © T T T T T T T 1 9 | 8 Jio |
. . . valor medio. La
si se cumplieran las condiciones 0 5 10 20 30 , 1o ot
. varianza de esta
de homogeneidad o de X A
] ) ) Statistics and Data with R;An Applied distribucion es el
IndependenCIa que se intentan Approach Through Examples, Wiley 2008 doble de dicho
comprobar con este tipo de ,
“nalisis. parametro.
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Var'&bles Cuahtat'vas (I I) El valor esperado de hombres con el

, , , sintoma | seria de de 30; tenemos
¢(Existe diferencia en cuanto a hombres para los dos _ -
: . N . 60/100=proporcion de hombres, este valor
sintomas que se tienen (homogeneidad)?. Es decir en

muestra muestra tenemos 32/50 para el sintoma | y 28/50 >€ multiplica por 50 (numero de personas

para el sintoma 2; jesta diferencia la tengo para la con problemas). El resto de terminos se
poblacién? calcula igual. Tendriamos entonces la

siguiente tabla de valores esperados.

Sintoma |  Sintoma 2

Sintoma | = Sintoma 2
Hombres

Hombres

Mujeres

Mujeres

TOTAL

TOTAL

El siguiente paso seria calcular el estadistico
comentado en la anterior transparencia

) El término X? queda 0.666; ahora queda por
X? = z[(ﬂbsewe‘l_ expected) ] determinar el numero de grados de libertad que
viene definido por el factor (c-1)-(f-1) donde fy c

expected

son el numero de filas y de columnas de nuestra
tabla. En nuestro caso es una tabla 2x2 por lo que
tenemos que el numero de grados de libertad es igual

H-1 2 4 0,133

M- i) 4 0,200 a |.Para | grado de libertad y un intervalo de

confianza al 95% este valor deberia ser mayor que
H-2 -2 4 0,133 3.841; no podemos rechazar entonces que las dos
M-2 2 4 0,200 relaciones son iguales.

VNIVERSITATG IDVALENCIA Emilio Soria, Antonio José Serrano y José David Martin Dpto Ingenieria Electrénica, ETSE
0 pen CourseWare Sistemas de Ayuda a la Decision Clinica, Curso 2009-2010

38



Variables cualitativas (lll)

En el siguiente ejemplo estamos Hacemos otra tabla igual suponiendo que el lugar de
interesados en conocer si el lugar donde  partido no influye en el resultado, por ejemplo en el
se juega interviene en el resultado de un caso de Ganador-Casa tendriamos, por una parte

partido (problema de independencia). que, la proporcién de los que se ganan es de

e 166/291; si este factor se multiplica por los que se
ﬁ — uere | TOVAL juegan en casa (139) se tendria 7%.3. SliD nos ﬁj:?mos en
Ganador ganador-fuera tendriamos 166/29| multiplicado por
AT T 152 se tendria 86.7.Si nos fijamos en lo perdido se
tendria que tenemos una proporcion de 125/291;
TOTAL esta proporcion hay que multiplicar por los partidos
jugados en casa y fuera para acabar la tabla.

Perdedor

El siguiente paso seria calcular el estadistico

2 — E[(Dbsewed—expected)z]

expected Ganador

(o0 h | ek Perdedor

G-C 17,7 316,3 3,99 El término X? queda 17.78; el nimero de grados de
libertad es igual a |.Para | grado de libertad y un
P-C -17.7 316,3 5,30 intervalo de confianza al 95% este valor deberia ser
G-F 17,7 316,3 3,65 [mayor que 3.84|; EXISTE evidencia que la posibilidad de
victoria depende del lugar del partido.

P-F 17,7 316,3 4,84
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Variables cualitativas (V)

Hemos visto dos ejemplos para tablas 2x2; se
puede generalizar dicho resultado para tablas
mayores. En el siguiente ejemplo se intenta
determinar si los miembros de 3 partidos estan
de acuerdo con la importancia de la tasas
(problema de homogeneidad).

Test statistic:

1 [ﬂff - fr‘f]1
X = X,: X,: »

o = number of occurrences in the ijth cell
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Region of rejection:

.
. , - X = Xay
Ejemplo extraido de Statistics for

Research. Wilev
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(r—Dle—=1)

number of rows

number of columns

Very Not
Important Important
1 2 3 4 Total
Democrats 42 26 19 13 100
Republicans 55 21 14 10 100
Independents 38 30 22 10 100
Total 135 77 55 33 300
Class 0y ejj (05 — f,;,—):fff,-j
Democrats
l 42 45.0 0.200
2 26 25.7 0.004
3 19 18.3 0.027
4 13 11.0 0.364
Republicans
l 35 45.0 2222
2 21 25.7 0.860
3 14 18.3 1.010
4 10 11.0 0.091
Independents
l 38 45.0 1.089
2 30 25.7 0.719
3 22 18.3 0.748
4 10 11.0 0.091
Y = 7425

4

p=(—Dc—D=3-1Ed—-1)=6

No rechazamos Hpo
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Representaciones graficas (l).

El uso de estadisticos y de representaciones graficas para la obtencion de conclusiones sobre los

datos se conoce como Analisis Exploratorio de los Datos (EDA). A continuacion se veran graficas

poco conocidas pero que proporcionan mucha informacion sobre los datos. En practicas
repasaremos todas las representaciones graficas (diagramas de barras, sectores, lineas, etc).

Histograma,
proporciona
informacion
grafica sobre la
distribucion de
los datos, los
outliers quedan
rapidamente
identificados. Al
dividir por el
numero total de
datos cada uno
de los diferentes
intervalos
tenemos un
“estimador
grafico” de la
funcion
densidad de
probabilidad.
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Class 0=x<9 90=x<110 110=x<130 130=x<IS0 10=x<170 170=x<19 199=x<210 210=x<230 230=x< 250
Frequency 2 3 6 14 22 17 10 4
Relative
frequency  0.0250 0.0375 0.0750 0.1750 0.2750 0.2125 0.1250 0.0500 0.0250
Cumulative
relative
frequency  0.0250 0.0625 0.1375 0.3125 0.5875 0.8000 0.9250 0.9750
0.3125 25
0.2500 20
=
o
c
v >,
S 0.1895 & 15
c
@ @
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Applied Statistics and Probability for Engineers,
John Wiley & Sons, 2003
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Representaciones graficas (ll).

Boxplot; proporciona informacion visual sobre los 3 cuartiles y los valores maximo y minimo. Estos
son los 5 numeros que describen completamente un conjunto de datos.

L

— ¢+ #F T

Whisker extends to Whisker extends to
{ﬂ]' {h} smallest data point within largest data point within
1.5 interquartile ranges from 1.5 interquartile ranges

first quartila from third quartile

H ] First quartile  Second quartile  Third quartile
'ﬂ — [ ] -] Q i -] Q
NS e 7/
| ) COutliers Outliers Extreme outlier

e—— 1.5 QR ——mje——1.5 [GR ——=f—— [OF —tt—— 1.5 [OF —=le—— 1.5 IOR —md

—I_’_L Applied Statistics and Probability for Engineers,

o e I :
John Wiley & Sons, 2003
Y Y

Experimental Design and Data Analysis for Biologist, Cambridge University Press

En muchos paquetes informaticos no se representan los valores maximo y minimo sino que se
representan valores por encima/por debajo 1.5 veces el rango intercuartil a partir del tercer y
primer cuartil respectivamente. Esto se hace asi para evitar problemas cuando existen outliers
ya que estos valores podrian provocar que los intervalos fueran muy grandes y poco
representativos.

Este tipo de representacion es muy Util en problemas de clasificacion donde queremos
ver si existen diferencias entre dos grupos (especialmente indicado cuando queremos
relacionar variables cualitativas con cuantitativas).
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Representaciones graficas (lll).

Los graficos de probabilidad se usan para visualizar si unos datos
siguen, o no, una distribucion de probabilidad. Los mas
extendidos son los de normalidad. La idea basica consiste en
representar, en un mismo grafico, los datos que han sido
observados frente a los datos teoricos que se obtendrian de una
distribucion normal. Si la distribucion de los datos es una
normal los puntos se concentraran en una linea recta.

Existen 2 tipos de graficos de probabilidad; en los graficos P-P
se representan las proporciones acumuladas de una variable con

las de una distribucion normal. Los graficos Q-Q se obtienen
representando los cuantiles de los datos que se tienen respecto

a los cuantiles de la distribucion normal. |
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