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Objetivos del tema

Conocer los parametros que indican la posible relacion lineal entre variables.
Aprender la base de los métodos de minimos cuadrados.
Implementar y analizar un modelo lineal.

Interpretar los resultados obtenidos con un modelo lineal.

Conocer como se puede aumentar la potencia de un modelo manteniendo la
linealidad en sus parametros.

Conocer y desarrollar una regresion logistica. Limitaciones/ventajas.

Aprender las limitaciones de los modelos lineales y las posibles formas que se
tienen de superar dichas limitaciones.
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/ Ya se ha realizado el procesado de
Donde estamos

los datos previos (se han

- ~ _ completado, seleccionado variables,
Alquison de " EDAy clustering); el siguiente paso
es desarrollar un modelo que
DATOS INCONGRUENTES resuelva el problema planteado.
Los tipos de problemas que se
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I 7 .
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conclusiones
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En los tres casos hay que establecer una correspondencia entre unos datos que llamaremos de
entrada al modelo y otras que llamaremos de salida Y=g(X).
Empezaremos por los modelos mas simples: LINEALES EN LOS PARAMETROS.
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Covarianza y coeficiente de correlacion (l).

Dadas dos variables se define el estimador Aqui mi es el valor medio de la variable k.
de la covarianza entre dichas variables  Este parametro indica la posible relacién

1 N lineal existente entre las variables x e y.Si no
COV(X,)’) = NE(X,- — mx) '(y,- - my) se tiene dicha relacion, o es de tipo no lineal,
i=1 dicho parametro toma un valor cercano a 0.
Este parametro depende del rango de las | a5 propiedades més importantes de este
variables x e y; se plantea usar un coeficiente son:

parametro que no tenga en cuenta dicho
rango; aparece entonces lo que se
conoce como coeficiente de correlacion.

No tiene dimensiones

4 )
Cov(x S . .
caefc(x,y) =7 = (x,) Es invariante bajo transformaciones
X . o
g o, 0, lineales de las variables.
N
X;—m ,)'(\'-—HZ ) ,
E( S ) Esta entre -1 y |.
o= i=1
xy , ’
N N
') ‘2 1 4 ° ° °
E(.\‘i —m ‘,)’ : E(_\*i - m\,) Su cercania a 0 indica la ausencia de
\ 1 M jin | relacion lineal.
G
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Coeficiente de correlacion (ll)

5 T T T T
% o
4t : o
r>0
o0
3_
o ©
°

ol °

°

0o ©
1 1 1 1 1
2 15 -1 -05 0 0.5 1.5
4 T T T
3| r= ®
2r %0
°

n °

° °

o e  ® °

or °
_1 1 1 1
-3 _2 ~1 1

VNIVERSITATG IDVALENCIA
B OpenCourseWare

Emilio Soria, Antonio José Serrano y José David Martin Dpto Ingenieria Electronica, ETSE
Sistemas de Ayuda a la Decision Clinica, Curso 2009-2010

sabado 3 de octubre de 2009



Regresion simple (|

’) El modelo que se plantea es el siguiente
En ese caso buscamos encontrar la relacion

lineal entre una variable que denominamos Yi=Po+P X+
independiente (o variable respuesta) y otra  Donde x e y son las variables de interés
que denominaremos dependiente y los parametros a determinar son los
Bi. Aqui los €i son variables aleatorias
Finalidad Objetivo independientes e identicamente

distribuidos, i.i.d, de forma normal con

media cero y varianza 02 estas son la

Describir las relaciones | suposiciones que se tienen para este
entre las variables tipo de modelos.

Descripcion

Para determinar los parametros se
define lo que se conoce como una
funcion de coste (lo mismo haremos en
redes neuronales) que nos dara lo
Estimar la variable de | bueno que es el ajuste. La mas usual es

Prediccion salida fuera del rango la que tiene en cuenta los errores
que se tiene cometidos por el modelo al cuadrado

Comprobar si existe tal 7 i{y _ [bo +b, °x-]}2
l l
i=1

Estimar la variable de
salida dentro del rango
que se tiene

Testeo relacion mediante test

estadisticos
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Regresion simple (ll) hi{y._[b e

Y
T a—— Ahora hay que determinar los

—ey. i parametros a partir de la funcién de

Y=y residial I coste anterior. Hay que fijarse que los

predicted Y-value forx;  terminos que aparecen en el sumatorio
son la diferencia entre el valor real y el
valor estimado por el modelo. A esta
diferencia se le conoce como residuo.
El objetivo es minimizar dicha
funcion con respecto a los
parametros que se tienen
(PROCEDIMIENTO

X ,
p MATEMATICO: derivar
parcialmente con respecto a cada
{yi_[bo-l_bl.xl]}.xz:() , .
uno de los parametros e igualar a
v cero). Se tiene entonces:
oJ
— = :E{yl_[bo-l_blxl]}:()
db
0 —~
- i J
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Regresion simple (Il

Los parametros obtenidos son

4 'V )
E(..\',- =M ) '(.\*,- - m'\,)
/)1 — =1 -
E (x;-m,)’
i=1

b0=my—b1°mx

A partir de los parametros
calculados se puede estimar la

variable de respuesta para cada valor

de x. La varianza de los residuos
vendra dada por

4 N )
2
E{yi —[bo + b 'xi]}
2 .=
Ot =~ : N_2
| J
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Una vez estimados los parametros del modelo
cabe preguntarse como de precisos son dichos
parametros. Para ello se hace uso del llamado
ANOVA (analisis de la varianza) que considera
tres terminos para analizar (aqui yes: es el valor
estimado por el modelo lineal):

"'\'I z}V
2 2
SST = E { y; — m.\.} SSR = E {.,\*,.6,5., - m.\,}
i=] i=1

Aqui SS hace referencia a
suma de cuadrados y LRy E
a total, regresion y error

2

N
552 = Sy via
i=1

Cada uno de los tres parametros define una
caracteristica; SST da la variabilidad de y si se
estima usando el valor medio; SSE mide dicha
variabilidad si se usa el modelo y SSR es la
varianza del propio modelo. A partir del analisis
de estos estadisticos y de relaciones entre ello se
pede determinar la bondad del modelo lineal
planteado
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Regresion simple (1V)

La siguiente tabla muestra la forma tipica de presentacion de resultados en un ANOVA.
Aqui n es el numero de datos que se tienen

Suma de cuadrados Expresion Grados de libertad
Total (SST) > (yi —my)? n-1|
2—=1
Regresion (SSR) > Wiest — my)’ |
2=
Error (SSE) Z(yiest yi)? n-2
2—1
Fuente Qrados de SS MS F SST=SSR+SSE
libertad (gl)
Regresion I SSR SSR/gl MSR/MSE
Error n-2 SSE SSE/gl Distribucion F
Total con |,n-2

VNIVERSITATG IDVALENCIA
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grados de
libertad.
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Regresion simple (V)

i1

(xi’ }’1)

(.V,' W j:} )4

»

. (x;, 5T )
~ —
i —¥)
; e
(x;, V)
| -
L)
X Regression Analyisis by Example, Wiley.

X

i_y:(j\}i_y)"_(yi_j}i)

A partir de los terminos
que aparecen en el
ANOVA se determina
otro parametro que se
conoce como R?

» SSR _ SSE

R™ = =1
SST

T

R% da el % de SST que refleja el modelo lineal. Este parametro ira entre Oy I;
cercano a | indica un ajuste bueno. Otra forma de entenderlo es que indica la
mejora del modelo de regresion frente al modelo mas “tonto’ considerar
como estimacion de la variable de salida el valor medio SIEMPRE.

Este parametro es igual al coeficiente de correlacion al cuadrado.
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Regresion multiple (1)
El caso analizado hasta ahora, la regresion simple no es el mas usual, normalmente se

busca establecer relaciones entre una determinada variable de salida y mas de una de
entrada; tenemos entonces lo que se conoce como regresion multiple.

Las condiciones de la regresion simple se
mantienen, esto es, terminos & se
corresponden a variables aleatorias normales
con valor medio 0 y varianza 0? no estando
relacionados entre ellos (independientes).

\.l = l30 + ﬁl ' ’rll' + .......ﬁp 5 r[)l + 8,

Aqui se pueden plantear los
siguientes objetivos para el modelo

El procedimiento de calculo es el mismo lo que
Inferencia (estimacion y ocurre ahora es que el numero de parametros a
testeo) de los parametros calcular crece. Buscamos minimizar la suma de los

qgue forman el modelo residuos al cuadrado, esto es....

v,

N

. , J=E{v-— by + by Xy; +eeeeeh, X }

Estimacion/prediccion de y = i [ 0" ™1 P Pl]
=

Seleccion de qué variables | Ahora aparecen mas derivadas parciales, m+1, que
son las mejores para formar se convierten en un sistema de p+| ecuaciones
el modelo. lineales con coeficientes constantes.
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Regresion multiple (ll)
Se puede analizar el problema desde un

punto de vista matricial lo que simplifica la
notacion. Para ello se definen los siguientes

vectores y matrices

- 1 X11 .
v 1l X5 s
1 X1N —

X

: PN

N €] P

Y - 4, e 25) B - b

YN | N -/51’_
V; = Po + P X1; + eeceeee PsiXapt e

Y=X B+e

J=¢ce=Y" ' Y+b' - X" "X b=-2-Y'-X'b
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Regresion multiple (lll) Si no se conoce la varianza de los

errores (que sera el caso mas

Recordemos que, al igual que ocurria en la habitual) hay que estimar dicha
regresion simple los parametros obtenidos son varianza mediante la siguiente
una estimacion de los parametros que se tienen en expresion:
realidad. Se tendra entonces que dicha estimacion N
tendra una valor esperado y una varianza z (.-\"'i -y )2
i i 2 -
E[b]=/3 var[b,-]= (XIX\) 1 ii‘O'z Oest = : lN—p—l

Al igual que en la regresion simple aqui se puede realizar un Analisis de Varianza
(ANOVA) y se puede calcular el parametro R2. En la regresion multiple se tiene otro
indice conocido como R? residual que refleja el mayor/menor nimero de parametros

en el modelo asi el ajuste obtenido; viene dado por

2 _q_ SSE/(N ) l) _

“i = SST/(N -1)

Al aumentar el nimero de parametros R? ajustado puede aumentar O DISMINUIR

(puede ser hasta negativo). Esto puede servir para escoger o no determinadas variables

de entrada
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Multiple
correlation
coe@ient.

Regresion multiple (IV)

Model Summany

Adjusted

Indicates that 36% of the variance
can be predicted from the
independent variables.

Std. Error of
the Estimate

5.32327

ANOVAP
Sum of
Model Squares df Mean Square F Si
1 Regression | 1290.267 7 184.324 6.505 .0002
Residual 1728.571 61 28.337
Total 3018.838 68 P (S

a. Predictors: (Constant), gender, pleasure scale, grades in h.s., Motivation scale,
mother's education, Competence scale, father's education

b. Dependent Variable: math achievement test

Indicates that the combination of these
variables significantly (p <.001) predicts
the dependent variable.

Ejemplo obtenido en Use of Intermediate Statistics: Use
and Interpretation, Lawrence & Erlbaum,
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Regresic')n ml:||t|P|e (V) Ahora lo que queremos comprobar es la

Aqui se plantean dos test estadisticos hipotesis coeficiente a coeficiente
que usan diferente distribuciones de Hy;py =05
probabilidad segun la hipotesis que se Hy; B, =0

quiere comprobar.
HO;/BO = /31 = sesee — /31) = O,'

Hy;al menos existe un 3, =0 |1, =
Para esta hipotesis se determina
el siguiente estadistico.

SSR/ ( p) ~ R’ / p

Se calcula el siguiente factor

\/ var(b, )

fo SSE/(N-p-1) (l—Rz)/(N— p-1)
N-p-1
El siguiente paso es fijar un nivel \ /
de significancia (x=0.05) y El siguiente paso es fijar un nivel de
aceptar/rechazar la hipotesis nula significancia (=0.05) y aceptar/rechazar la
segun el siguiente criterio hipotesis nula segun el siguiente criterio

[-7() > Fa,p,n—p—l - H(, se rechaza ‘r'l\l > Ta/7 N—P—l

Aqui la distribucion a usar es la F
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RegreSK’)n m [,j |t| Ple (VI) Otra opcion es usar la matriz de correlaciones,

A la hora de desarrollar una regresion multiple

hay que tener en cuenta una serie de

cuestiones sobre las suposiciones de partida

¢{Existe la relacion buscada y=g(x)?; usamos
lo que se conoce como scatterplot; en este
tipo de representacion se tienen graficas de

la variables agrupadas por pares.
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Applied Linear Regression, Wiley.
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10 20

600

300

Sample Correlations

Tax
Tax L%
Dlic -0.0858
Income -0.0107 -0.
logMiles -0.0437
Fuel -0.2594

0000 -0.
.0000

Dlic
0858

1760

.0306
.4685

Income logMiles

-0.0107 -0.0437
-0.1760 0.0306
1.0000 -0.2959
-0.2959 1.0000
-0.4644 0.4220

Fuel

.2594
.4685
.4644
.4220
.0000

Sobre la seleccion de la variables en el modelo de

regresion multiple se tienen varias aproximaciones.

Forward Selection. Se considera primero un modelo
simple con cada variable. Se escoge la que mejor
ajuste ofrezca y se repite el procedimiento otra vez
manteniendo esa variable. Asi se continia hasta no

tener mejoras en el agjuste.

Backward Selection. Es el procedimiento inverso al
anterior, se parte de un modelo con todas las
variables y se van eliminando. Se detiene el proceso
cuando no se tienen mejoras en el ajuste.

Stepwise Selection. Es una mezcla de los anteriores;
Se comienza con un modelo simple como el primero
y después de cada inclusion se plantea una
eliminacion de variables hasta que no se consigue
una mejora apreciable.
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Regresion multiple (VII)

¢Los residuos son i.i.d segun una distribucion normal de varianza constante y valor medio cero!.
Se utiliza representaciones graficas asi como la determinacion de los estadisticos para comprobar
esta suposicion

Expected Normal Value

Residuals
00 600 400 200 . 200 400 600 800 1000 1200
Residuals Statstics(a)

Minimum | Maximum Mean Std. Deviation | N
Predicted Value $13966 341813296017 |53441957 $15654.379 474
Residual -$23.904 615847558 465 S.000 $6,820.458 |474
Std. Predicted Value -1,307 6,295 000 1000|474
Std. Residual -3.486 6,936 000 9951474
a Dependent Vanable: Cunrent Salary

130
120

10 |
100

F Mo of obs

Applied Statistics Using SPSS, STATISTICA, MATLAB and R, Springer.

VNIVERSITATG IDVALENCIA
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Applied Linear Regression, Wiley
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x
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x
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x X » x
»
x X
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Yior Xj
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Regresion multiple (VIlI)
Otro punto a tener en cuenta es el evitar altas correlaciones entre las variables
de entrada. Este problema se conoce como colinealidad. Este problema supone

que pequenas variaciones en los datos pueden provocar grandes cambios en los
coeficientes del modelo.

Existen varias formas de comprobar este hecho. La primera opcion es usando lo
que se conoce como matriz de correlaciones. Sin embargo esta matriz no detecta
de forma correcta si se tienen variables de entrada combinaciones lineales de
otras.

Otro parametro para detectar la colinealidad y que no tiene 1
el problema de la matriz de correlaciones es el conocido VIF) =- 5
como VIF (Variance Inflation Factor) definido como =R

Aqui el indice de ajuste que aparece es el correspondiente al ajuste de la variable de
entrada k usando el resto de variables de entrada. Se da como regla el eliminar aquella
variable que tiene un valor superior a 10 de este parametro.

Se conoce con este nombre porque la varianza de los coeficientes de la regresion
multiple es propocional a este valor. Si el parametro de ajuste R es proximo a | el
factor VIF aumenta y, por tanto, la varianza de los coeficientes tambien aumenta
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Regresion multiple (VII)

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients Collinearity Statistics
Model B Std. Error Bela t Sig. Tolerance VIF
1 (Constant) £.912 4.749 -1.455 151
Motivation scale 1.639 1.233 .154 1.330 .188 698 1.432
Competence scale |1.424E-02 1.412 .001 010 992 539 1.854
pleasure scale 853 1.119 096 .852 .398 748 1.340
grades in h.s. 1.821 AB0— 453 | 4001 —880 731 1.368
father's education .303 .331 126 915 384 497 2.013
mother's education 2333 408 | 00820 415 .529 1.892
gender -3.497 1.424< -264 | 2455 | o7 814 1.228

a. Dependent Variable: math achievement test

Only grades and gender are significantly contributing to
the equation. However, all of the variables need to be
included to obtain this result, since the overall F value
was computed with all the variables in the equation.

This tells you how much each

variable is contributing to any \

Tolerance and VIF give the same
information. (Tolerance = 1/VIF) They tell
us if there is multicollinearity. If the
Tolerance value is low (< 1-R?), then there is
probably a problem with multicollinearity. In
this case, since adjusted R? is .36, and 1- R?
is about .64, then tolerances are low for
competence, mother's and father's

collinearity in the model. i S
Varancs Propoctions
Condition I Motivation | Competence pleasure father's mother's
Model Dimenslon | E alue Indox Constant scale scale scalo o8 ln h.s. | educaticn | education gender
1 ‘W_‘;”m 1.000 ( o<)) .00 .00 .00 o 00 .00 .00 .00
2 550 3,577 .00 00 .00 00 .00 04 02 A8
3 215 5722 00 .02 04 01 .00 18 .08 32
4 B 635E-02 9.026 00 .00 00 .00 06 45 78 01
5 5 650E-02 11.1568 00 .01 .00 10 8D 23 04 .08
8 29M1ELQ2 15.545 .01 50 00 A3 .05 .01 .00 08
7 1.528E-02 21.456 70 ,00 48 02 02 05 04 01
2 1.290E-02 23.350 .29 .38 53 44 28 .03 .02 .00

8. Dependent Variable: math achisvement tast

Ejemplo obtenido en Use of Intermediate Statistics: Use
VNIVERSITATE IDVALENCIA and Interpretation, Lawrence & Erlbaum,
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Funciones de coste. Regresion robusta (l).

Uselelt mouse buttonto select and drag ponts Useleft mouse buttonto select and drag ports
Use right mouse button to query pont properties Usedght mouse battonto query pork properties
12+ 1
10 10
8 8l
6
> S
>
& -
44+
2}
0}
— Leasl 0}
lobus e
1 ! — Robust
! 3 4 s 6 8 9 10 | 1
M 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A
Least squeres Yu-161782+ 151096 PMS erroe= 0.399454
Least squares Y= 110604+ 0.77727X FMS emor= 346721
Robust Yol 6993+ 1517072 PMS erroe= 0 965367
Rodust Yol T0865+ 1 49654°X FMS emror= 2 0468

El problema de las regresiones analizadas (simple y multiple) estriba en que se
intenta minimizar la suma de los residuos al cuadrado. Este hecho provoca que
los outliers tengan mucha importancia en el ajuste final.

Dos posibles soluciones a este problema son: a) definir una nueva funcion a
minimizar (funcion de coste) y b) “pesar” cada uno de los téerminos que
aparecen en la funcion minimizar (“weighted regression”)
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unciones de coste. hegresion robusta .

Funciones de coste robustas. || Regresion robusta (residuos pesados)

La funcién que se { Aqui el problema que se tiene es el impacto que
ha planteado ha J( n) = .2 ( n.) tienen los outliers sobre el modelo final. Podemos
sido la siguiente: 2 reducir dicha influencia si le asignamos a esos

: , datos un valor pequeno en la funcion final.
Las funciones robustas mas usadas son: peq f fi

.I(n) = e(n)‘

J (I"I) =log {COS/l_é*(l?-)]} Esta ecuacion puesta en forma matricial (aqui W
es una matriz diagonal)

J=e'-e=[Y-X-b] W [Y-X-b]

2

r e’ (n) e(n)|<c

c-‘e(n)‘ e(n)|zc

J(n)=+

Desarrollando se llega a
Todas estas funciones tienen en comun que

presentan bajos valores cuando la variable de J =g =Xl lo= Db X WY b X = X-b
entrada es muy grande en relacion al valor
que tomaria la funcion de coste cuadratica.

-1
El problema de todas ellas es que no existe b= [(X s X ) ] X'wW-Y
una solucion directa y hay que aplicar

brocedimiento iterativos (REGLA DELTA).

El minimo de | es
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.« 7 7 e
Regresion logistica (1)

Hasta ahora se han desarrollado modelos
para determinar el valor de una determinada
variable continua (modelo de regresion);
¢qué modelo aplicamos cuando tenemos un
problema de clasificacion binaria?. Usamos

entonces lo que se conoce como una
regresion logistica

1

—[[)0 +,)1 "X1; +

l+e

1.0

Probability
00 02 04 06 08
|

VNIVERSITATG IDVALENCIA

OpenCourseWare

Este modelo es una caso particular de lo
que se conoce como MODELO LINEAL

GENERALIZADO vy consisten en la
aplicacion de una funcion no lineal a una
regresion multiple

Y= A’(.“'i)

w; =bg+ by xy; +.ensd

[

Odds

Se llega a la siguiente relacion lineal

p;=byg+byxp; +eeeennch, " X

] p pi

Podemos entonces aplicar todo lo
aprendido de modelos lineales para la
variable transformada.
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RegreSiC,)n IOgIIStica (I I) Si las distribuciones condicionadas son

gaussianas, esto es,

Existe una forma de obtener la regresion .
logistica de manera probabilistica: |5
supongamos que tenemos un problema P(X / i) K, e o
donde queremos asignar el vector de
entrada X a dos posibles clases A y B. Entonces, si las dos distribuciones
TIENEN LA MISMAVARIANZA se
P(A / X) = P(B / X) llega la ecuacion de una regresion

logistica para el valor de la
probabilidad condicionada P(A|X).
Aqui se tiene el significado de

probabilidad que se le da a este
P(X1A) P(A) modelo.

P(X1A)-P(A)+P(X|B)-P(B) Hay que destacar que, si los dos
clases no tuvieran la mima
1 varianza (hecho que ocurre casi
p(X / B)' p(B) siempre) la aplicacion de la
regresion logistica tiene poco
) sentido desde esta aproximacion.

Aplicando Bayes.

P(AlX)=
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Regresion no lineal

La regresion logistica es un claro
ejemplo de que podemos realizar
ajustes a funciones no lineales en las
entradas pero si lineales en los

parametros. Las siguientes funciones v _
son ejemplos de este tipo de linealidad| 7 — Po exp(frx;)+ &

Y, = Po+ P1xy+ PoXin + P3XX5 + &,

K:ﬁo"‘ﬁ]xf"'ﬁzxfz"'gf*

El problema que existe es que, a priori no conocemos el tipo de “mapeo”
entre cada variable de entrada y la de salida.

La solucion que se recurre mas a menudo
es establecer graficas bidimensionales/
tridimensionales entre variables de
entrada vy la de salida manteniendo el
resto de variables a un valor constante.
Pero esto tiene un problema;
dependiendo de ese valor podemos
encontrar una relacion u otra. A modo de
ejlemplo en la siguiente funcion

Como no podemos representar las tres
variables de entrada y la de salida fijamos
por ejlemplo x| a 2; ;que ocurre con x .Y

si tomamos x3 igual a 2!

Los modelos lineales se pueden
obtener sin problemas sin embargo
tienen serias limitaciones en cuanto a
su capacidad de modelizacion de
fenomenos como la saturacion,

)2 histéresis, fenomenos de memoria, ec.

V: =dp +(11 * (xli - 2)' X9i +(12 g (X3l- -2
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