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TEMA 10
Estimación por intervalos









Resumen Tema 9 ESTIMADORES PUNTUALES 
	Parámetro poblacional a estimar  
	
Estimador

	valor 
esperado
 
	
Sesgo

	
Varianza

	ECM


	
Normal
	
	
	insesgado
0
	
	EMV

	
Bernoulli
	
	
	insesgado
0
	
	EMV

	
Normal
 desconocida
	
 
	
	sesgado
 
Asintóticamente 
insesgado
	 
	EMV

	
Normal
 conocida
	
	
	Insesgado
0
	
	EMV

	
Poisson
	
	
	insesgado
0

	
	EMV
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10. Estimación por intervalos.

La estimación puntual de un parámetro poblacional no coincidirá con el verdadero valor del parámetro pero se espera que esté próximo a él.
La estimación por intervalos construye intervalos, alrededor del estimador  puntual, en los que será altamente probable que se encuentre el valor del parámetro poblacional.

A un intervalo de este tipo se le llamará: intervalo aleatorio o estimador por intervalo.

Nivel de confianza : probabilidad de que el intervalo aleatorio contenga al parámetro. Es decir, si tomamos muestras de tamaño “n”, el nivel de confianza indicará que el 
 de las muestras de ese tamaño proporcionará un intervalo que contendrá al parámetro.

Niveles de confianza más habituales: 0,99; 0,95; 0,955 y 0,90.


10.1. Intervalos de confianza para la MEDIA POBLACIONAL 
10. 1.1. En una población NORMAL con varianza   conocida.

PARA n cualquier tamaño

Nivel de confianza   Intervalo aleatorio:  
(Reproductividad de la Normal)

Ejemplo 10.1 Una empresa automovilística quiere estimar la media de las emisiones de CO2 del último modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de n = 9 coches ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO2 por Km recorrido. Se supondrá que la variable X, que mide las emisiones de CO2 de esos coches, tiene una distribución Normal de varianza . Nivel de confianza .

Solución: para una m.a.s. de n = 9 coches  gr por Km (estimación puntual).
La v.a. X: emisiones de CO2 del coche (en gr por Km) tienen una distribución Normal con varianza conocida:  . Por tanto, aplicando el resultado anterior y teniendo en cuenta que para un nivel de confianza de , queda:
. Por tanto  (estimación por intervalo). La media de las emisiones de CO2 de este modelo de coche está entre 138,64 y 201,36 gr por Km con una confianza del 95% 
Solución desarrollada: 
Sea la v.a. X: emisiones de CO2 del coche (en gr por Km). (población normal)
Se toman m.a.s. de n = 9 coches: el vector aleatorio  representa todas las muestras de 9 coches que se pueden tomar. 
Las v.a. , es decir, iid.
Sabemos que, en una población normal con varianza conocida, por la propiedad de reproductividad del modelo normal, la media muestral tiene una distribución Normal de media  y desviació típica , es decir:  
En nuestro caso   

Por tanto la v.a. , es decir, Z se distribuye como una Normal tipificada.
Utilizaremos esta expresión para obtener una estimación por intervalo de la media poblacional µ al 95% de confianza. 
Para un nivel de confianza  buscamos en la normal tipificada el intervalo  tal que 
Así queda: 
 
Para la muestra concreta de n = 9 coches se ha obtenido una media de  y el intervalo de confianza para la media poblacional  es: 
Por tanto, la media de las emisiones de CO2 de este modelo de coche está entre 138,64 y 201,36 gr por Km con una confianza del 95%.


GRÁFICAMENTE
Nótese que:  para todas las muestras de tamaño n = 9 .
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10.1.2. En una población NORMAL con varianza  desconocida.


PARA n cualquier tamaño (muestra pequeña )

Variable aleatoria 
t de Student con (n-1) grados de libertad.


Nivel de confianza   Intervalo aleatorio: 

· Si la población es NORMAL y la varianza  desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE se puede aplicar el mismo intervalo aleatorio que el caso 2.1.1 pero sustituyendo la varianza poblacional por la muestral (la t – Student converge a la Normal):


Población NORMAL, varianza  desconocida y PARA n GRANDE    


Nivel de confianza   Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 10.2 Una empresa automovilística quiere estimar la media de las emisiones de CO2 del último modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de n = 9 coches  ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO2 por Km recorrido con una desviación típica de 45 gr por Km. Se supondrá que la variable X, que mide las emisiones de CO2 de esos coches, tiene una distribución Normal de varianza poblacional  desconocida. Nivel de confianza .
Solución: 
Solución: para una m.a.s. de n = 9 coches  gr por Km (estimación puntual)

La v.a. X: emisiones de CO2 del coche (en gr por Km) tienen una distribución Normal con varianza desconocida:  . 
Por tanto, aplicando el resultado anterior en 2.1.2, la v.a. , es decir, T se distribuye como una t de Student con 8 grados de libertad.
El intervalo es . Para un nivel de confianza de  y  es un valor de la  tal que , 
Así, el intervalo de confianza queda:
. Por tanto  (estimación por intervalo). La media de las emisiones de CO2 de este modelo de coche estaría entre 135,41 y 204,59 gr por Km con una confianza del 95%.


GRÁFICAMENTE:
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10.1.3. En una población no normal con varianza  conocida.

PARA n GRANDE

Variable aleatoria  (TCL)


Nivel de confianza   Intervalo aleatorio: 

· Si la distribución poblacional es desconocida o es un modelo conocido distinto del normal, la varianza  es desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE,  por el TCL, se puede aplicar  también el mismo criterio, sustituyendo la varianza poblacional por una estimación adecuada. 
    


Ejemplo 10.3 Una empresa automovilística quiere estimar la media de las emisiones de CO2 del último modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de n = 100 coches ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO2 por Km recorrido con una desviación típica de 45 gr por Km.   Nivel de confianza .
Solución: 

Solución: para una m.a.s. de n = 100 coches  gr por Km (estimación puntual)

La v.a. X: emisiones de CO2 del coche (en gr por Km) tienen una distribución desconocida de parámetros desconocidos:  . 
Las v.a. , es decir, iid. 
Por el TCL, la media muestral tiene una distribución aproximadamente Normal de media  y desviació típica , es decir: . Como  es desconocida sustituimos su valor su estimador puntual: .
Por tanto, aplicando el resultado anterior en 2.1.3 y teniendo en cuenta que para un nivel de confianza de , queda:
. Por tanto .  La media de las emisiones de CO2 de este modelo de coche está entre 161,18 y 178,82 gr por Km con una confianza del 95%

10.1.4. Estimación por intervalo de una PROPORCIÓN POBLACIONAL p.


PARA n muy GRANDE 
Por el TCL, la v.a. 

Por tanto, la variable aleatoria  


Nivel de confianza   Intervalo aleatorio: 

Siendo  proporción con que se observa el fenómeno en la muestra.


Ejemplo 10.4 Supongamos que se pretende estimar el porcentaje de coches híbridos o eléctricos que hay en la Comunitat Valenciana (CV). Si de una muestra aleatoria simple de 500 propietarios de automóviles, 50 son eléctricos o híbridos, obtener un intervalo de confianza para dicho porcentaje al 90%.
Solución:  
Solución:

El modelo de probabilidad poblacional es una Bernoulli.
La variable aleatoria   tiene una distribución Bernoulli de parámetro  desconocido. Si tenemos en cuenta los 500 ,  la proporción muestral de propietarios de híbridos o eléctricos es.  .
Por tanto, aplicando el resultado anterior en 2.1.4 y teniendo en cuenta que para un nivel de confianza de , el intervalo queda:
.
En conclusión, el porcentaje de propietarios de coches híbridos o eléctricos en la CV está entre el 7,37 y el 12,63% con una confianza del 90%.
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10.2. Intervalo de confianza para la VARIANZA POBLACIONAL 

Población NORMAL con media µ desconocida.
PARA n cualquier tamaño
Variable aleatoria  n–1 grados de libertad


Nivel de confianza   Intervalo aleatorio: 
Donde   
[image: ] 
Ejemplo 10.5  Una empresa automovilística quiere estimar la varianza de las emisiones de CO2 del último modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de n = 9 coches  ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO2 por Km recorrido con una desviación típica de 45 gr por Km. Se supondrá que la variable X, que mide las emisiones de CO2 de esos coches, tiene una distribución Normal de varianza poblacional  desconocida. Nivel de confianza .

Solución: para una m.a.s. de n = 9 coches  gr por Km
Para obtener un intervalo de confianza para la varianza poblacional  en un contexto de población normal con media  desconocida, , se ha de utilizar la v.a.  que se distribuye como una ji – cuadrado con n – 1 grados de libertad. En este caso: .
El intervalo aleatorio es: 
Para un nivel de confianza de  . Por tanto, los valores del denominador para una   son:   y    
. 
El intervalo queda: .
La variabilidad en las emisiones de CO2 está entre 32,24 y 91,43 gramos por Km recorrido.
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TEMA 3

Estimación



PROGRAMACIÓN FICHAS RESUMEN EJEMPLOS




PROGRAMACIÓN.

TEMA 3.- ESTIMACIÓN

1. Estimación puntual. Propiedades de los estimadores. 

1.1 Métodos de estimación: método de la máxima verosimilitud.

2. Estimación por intervalos.

2.1. 

Para la MEDIA POBLACIONAL 

2.1.1 En una población sin especificar con varianza conocida.

2.1.2 En una población NORMAL con varianza conocida.

2.1.3 En una población NORMAL con varianza desconocida.

2.1.4 

Estimación por intervalo de una PROPORCIÓN POBLACIONAL .

2.1.5 Determinación del tamaño muestral

2.2. 

Para la VARIANZA POBLACIONAL 

2.3. 

Para la DIFERENCIA DE MEDIAS de dos poblaciones 

2.3.1. En dos poblaciones sin especificar con varianzas conocidas.

2.3.2. En dos poblaciones NORMALES con varianzas conocidas.

2.3.3. En dos poblaciones NORMALES con varianzas desconocidas pero iguales.

2.3.4. Estimación por intervalo de la diferencia de dos PROPORCIONES POBLACIONALES.

2.4. Para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales  (muestras independientes)  

Objetivos: diferenciar entre estimación puntual y estimación por intervalo. Comprender las propiedades deseables para un estimador puntual relativas al mínimo error cuadrático medio (sesgo y varianza). Construcción de intervalos de confianza para la media poblacional, la varianza poblacional y para una proporción poblacional. Saber calcular el tamaño muestral necesario para hacer una estimación de una proporción y una media, a un nivel de confianza y una amplitud del intervalo prefijados.



BIBLIOGRAFÍA BÁSICA (teoría y problemas)

· [bookmark: OLE_LINK3]Teoría y ejemplos: ESTEBAN, J.; et Alt.: “Inferencia Estadística”, Garceta grupo editorial 2011. Tema 4  (4.1, 4.2, 4.3, 4.4) y tema 5.



· Ejercicios y cuestiones: MURGUI, S.; et Alt.: "Ejercicios de Estadística, Economía y Ciencias Sociales”, Tirant lo Blanch 2002. Tema 7.





· NEWBOLD, P.: “Estadística para los Negocios y la Economía”. Ed. Prentice Hall, Madrid 1997 (cuarta edición). Capítulos 7 y 8.




FICHAS RESUMEN.



1. Estimación puntual.



· ESTADÍSTICO: función de cualquier muestra de tamaño n (v.a.)

· ESTIMADOR: el estadístico dependiente de la muestra concreta cuya información se utiliza para hacer la estimación

· ESTIMACIÓN: el valor numérico que toma el estimador para la muestra concreta y que se considera como una aproximación al parámetro poblacional.



Mediante la estimación puntual se obtiene un único valor para un parámetro del modelo de probabilidad de la población.






PROPIEDADES DESEABLES



(1) 

Estimador insesgado: el valor esperado del estimador coincide con el parámetro poblacional. .



SESGO: 



ERROR CUADRÁTICO MEDIO: 



(2) Estimador de mínima varianza: de entre los estimadores con el mismo sesgo, es mejor el que tenga mínima varianza. De un conjunto de estimadores insesgados se elige, por tanto, el de mínima varianza.





	EFICIENCIA:	





	Cota de Cramer-Rao: mínima varianza para un estimador insesgado.

	Estimador eficiente: insesgado y que su varianza alcanza la cota de

     Cramer-Rao.

1.1  Métodos de estimación: Método de la máxima verosimilitud.



· Dada una muestra de tamaño “n”, la verosimilitud es la probabilidad de haber obtenido dicha muestra para un hipotético valor del parámetro θ a estimar.

· El instrumento estadístico que nos proporciona esa probabilidad es la función de verosimilitud: es como la función de densidad muestral pero tomando como variable el parámetro θ. 



· La representaremos así: .

· Como partimos de una m.a.s. (independencia) la obtendremos:







   donde  es la función de densidad de la población.



· El método de máxima verosimilitud consistirá en obtener un estimador en función de los datos muestrales  que haga máxima la probabilidad de haber obtenido esas n observaciones concretas.



· Por tanto, ese estimador se obtendrá derivando la función de verosimilitud en función de θ. Es habitual tomar logaritmos para simplificar el proceso.





· El estimador   así obtenido se denomina Estimador Máximo Verosímil (EMV) del parámetro θ.  



PROPIEDADES DE LOS EMV.

1. Para muestras grandes el EMV se puede considerar insesgado y eficiente.

2. Invarianza: 



EMV del parámetro p del modelo Bernoulli: ejercicio 7.1.4.

EMV del parámetro λ del modelo Poisson: ejercicios 7.1.3. y 7.1.5.

EMV del parámetro θ del modelo Exponencial: ejercicio 7.1.6.



EMVs de los parámetros μ y σ2 del modelo NORMAL: ejercicios 7.1.7, 7.1.8. y 7.1.10.



[bookmark: _GoBack]ESTIMADORES PUNTUALES

		

Parámetro poblacional a estimar 

		

Estimador





		valor 

esperado





		

Sesgo





		

Varianza





		

ECM







		



Normal

		



		



		insesgado

0

		



		EMV

Eficiente



		p

Bernoulli

		

		



		insesgado

0

		



		EMV

Eficiente



		



Normal



 desconocida

		



		



		sesgado





asintóticamente insesgado

		



		EMV

menor ECM

que Cuasi-varianza



		λ

Poisson

		

		

		Insesgado

0

		

		EMV

Eficiente



		

Exponencial

		

		

		Insesgado

		

		EMV
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2. Estimación por intervalos.



La estimación puntual de un parámetro poblacional no coincidirá con el verdadero valor del parámetro pero se espera que esté próximo a él.

La estimación por intervalos construye intervalos, alrededor del estimador  puntual, en los que será altamente probable que se encuentre el valor del parámetro poblacional.



A un intervalo de este tipo se le llamará: intervalo aleatorio o estimador por intervalo.





Nivel de confianza : probabilidad de que el intervalo aleatorio contenga al parámetro. Es decir, si tomamos muestras de tamaño “n”, el nivel de confianza indicará que el (1-α)·100 de las muestras de ese tamaño proporcionarán un intervalo que contendrá al parámetro.



Niveles de confianza más habituales: 0,99; 0,95 y 0,90.




2.1. Intervalos de confianza para la MEDIA POBLACIONAL 



2.1.1. En una población sin especificar con varianza  conocida.



PARA n GRANDE





Estadístico  (TCL)









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 





Ejercicio 7.2.1.




2.1.2. En una población NORMAL con varianza  conocida.



PARA n cualquier tamaño







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 







Ejemplo 3.1 

(Manual teoría página 192) Se quiere estimar el gasto medio mensual, en euros, de los españoles en alimentación, para  lo que se dispone de una m.a.s. de tamaño 100 cuya media muestral ha resultado ser 450 €. Supóngase que la distribución de esta variable es aproximadamente Normal con varianza conocida .



Solución: [448,432;  451,568]






2.1.3. En una población NORMAL con varianza  desconocida.





PARA n cualquier tamaño (muestra pequeña )





Estadístico 

t de Student con (n-1) grados de libertad.









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 3.2 (manual teoría páginas 201-202). De una población normal, se obtiene una muestra de tamaño 17, resultando una media muestral de 240 y varianza muestral 25. Obténgase un intervalo de confianza para la media poblacional del 95%.

Solución: [237,35;  242,65]





· 

Si la población es NORMAL y la varianza  desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE se aplica el mismo intervalo aleatorio que el caso 2.1.2 pero sustituyendo la varianza poblacional por la muestral:





NORMAL varianza  desconocida





PARA n GRANDE    







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



· 

Si la distribución poblacional no se especifica, la varianza  es desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE,  por el TCL, se puede aplicar  también el mismo criterio, sustituyendo la varianza poblacional por una estimación adecuada.

 



Ejemplo 3.3 
En la siguiente distribución de frecuencias aparecen los tamaños de los hogares unifamiliares de una m.a.s. de tamaño 500 de éstos, en una ciudad determinada:



		X tamaño hogar

		frecuencia



		1

2

3

4

5

6

7

		55

95

140

130

55

20

5



		

		n = 500





a) Se dará una estimación puntual para la media y la varianza poblacionales.



b) Un intervalo de confianza para la media poblacional al 90%.











Ejercicio 7.2.4. (Exponencial)

Ejercicio 7.2.5. (Poisson)








2.1.4. Estimación por intervalo de una PROPORCIÓN POBLACIONAL .





PARA n GRANDE 



Estadístico 









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 





Siendo  proporción con que se observa el fenómeno en la muestra.




Ejemplo 3.4 Se pretende estimar la proporción de votantes de un partido determinado mediante un intervalo de confianza del 95%. Para ello se realiza una encuesta por m.a.s. resultando que, de 1000 encuestados, 300 afirman que votarán a dicho partido. ¿Cuál será el intervalo estimado?



Solución: [27,16; 32,84]







Ejercicio 7.2.6.








2.1.5. Determinación del tamaño muestral  



(1) 





Para estimar la proporción poblacional , fijado un error de estimación  y un nivel de confianza  determinados.





Intervalo aleatorio:  



Error de estimación: despejando n









donde  es una estimación de  a partir de una muestra piloto.



· 


Caso más desfavorable para el tamaño muestral: 

En este caso sustituyendo en la expresión anterior queda:







(2) 





Tamaño muestral para estimar la media poblacional  de una población normal con varianza conocida, fijado un error de estimación  y un nivel de confianza  determinados..



Intervalo aleatorio:  Error estimación: 









se puede estimar  con  a partir de una muestra piloto.


Ejemplo 3.5 

(manual teoría pág. 219). Se desea conocer, mediante un intervalo de confianza del 96%, y un error de estimación de  el porcentaje de lectores de determinado periódico. ¿Cuál deberá ser el tamaño muestral?



Solución: aprox. n = 4.669



Ejemplo 3.6 ¿Qué tamaño muestral se necesita para garantizar que la longitud del intervalo aleatorio, para la estimación de una proporción poblacional, sea como máximo de 0,03 con un nivel de confianza del 95%.



Solución: n = 4.269



Ejemplo 3.7 

Un periódico publica una encuesta de la que se concluye que el 46% de la población estaba a favor de la política económica del gobierno, con un margen de error de  a un nivel de confianza de 95% ¿Qué significa esto? ¿Cuál era el tamaño muestral?



Solución: n = 1.061



Ejemplo 3.8 (manual teoría pág 244). Considérese una población con distribución NORMAL:

a) 





Si la varianza poblacional es , obténgase el tamaño de la muestra que tendrá que extraerse, para lograr un intervalo de confianza del 95% para la media poblacional  si se prefija una amplitud para el intervalo de 3 (error de estimación ).

b) 





Si la varianza poblacional se considera desconocida y a partir de una muestra piloto adecuada se obtiene una varianza de dicha muestra de  ¿cuál deberá ser el tamaño de la muestra necesaria para estimar la media poblacional  a un nivel de confianza del 99% y error de estimación ?



Ejercicio 7.2.10.

Ejercicio 7.2.11.






2.2. Intervalo de confianza para la VARIANZA POBLACIONAL 





Población NORMAL con media  desconocida.

PARA n cualquier tamaño





Estadístico  n–1 grados de libertad









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 

Ejemplo 3.9 
(manual teoría pág. 206). Se desea estimar la varianza del gasto diario por cliente de una sala de fiestas. Para ello se obtiene una muestra de tamaño 10 de la variable gasto:



90	110		80	120		130		135		150		145		125		100



Obténgase dicha estimación con un intervalo de confianza del 90% supuesta hipótesis de normalidad.



Solución: [286,79; 1.459,40]







Ejercicio 7.2.2.

Ejercicio 7.2.3.




2.3 Estimación por intervalos para la diferencia de medias de dos poblaciones .



2.3.1 Dos poblaciones sin especificar con varianzas conocidas.









Estadístico 







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 




2.3.2 Dos poblaciones NORMALES con varianzas conocidas.



Igual que el caso anterior, pero las muestras pueden ser pequeñas. 









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 3.10 

(manual teoría pág. 207) Supóngase que se conocen las varianzas de los rendimientos (en porcentaje) de dos alternativas independientes de inversión:  y que se desea estimar con un intervalo de confianza del 90% la diferencia entre los valores medios a partir de los resultados obtenidos en diferentes momentos, siendo el rendimiento medio observado de la primera del 18% a partir de una muestra de tamaño 30, y el observado de la segunda del 12% a partir de una muestra de tamaño 20. (Suponemos hipótesis de normalidad).



Solución: [2,71; 9,29]






2.3.3. Dos poblaciones NORMALES con varianzas desconocidas pero iguales.



Dos muestras independientes de cualquier tamaño.



Estadístico: 



t de Student con (n1 + n2 – 2) grados de libertad







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio:  









Ejemplo 3.11 



(manual teoría pág. 208). Supóngase que se desea estimar mediante un intervalo de confianza del 90% la diferencia entre los rendimientos cárnicos medios de dos tipos de pienso, y que se acepta que las varianzas poblacionales son iguales. A partir de dos muestras de tamaños  se han obtenido las medias y varianzas muestrales resultando ser:  respectivamente. (Se supone hipótesis de normalidad y muestras independientes).



Solución: [2,13; 5,87]





Ejercicio 7.2.8.


· Si los tamaños muestrales fuesen suficientemente grandes, se aplicarían los resultados de 2.3.2. pero sustituyendo las varianzas poblacionales por las muestrales.









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 3.12 

Con los mismos datos que el 3.11. pero con muestras de tamaños: .



Solución: [3,25; 4,75]



NOTA: compruébese que si se resuelve con una t de Student el resultado es prácticamente el mismo.



Ejercicio 7.2.7.






2.3.4. Estimación por intervalo de la diferencia de dos proporciones muestrales .









Estadístico: 







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio:











Ejemplo 3.13 



Un partido político está interesado en la incidencia que la campaña electoral está teniendo en la evolución de la intención de voto. Para ello se realizan dos sondeos, uno antes del inicio de la campaña con una muestra de tamaño  y otro, una semana después de iniciada la campaña electoral, con una muestra . En el primer caso, la intención de voto era del 32% y del 40% en el segundo. 

Obténgase un intervalo de confianza al 95% para la diferencia de proporciones.

Solución: [2,9; 13,1]







Ejercicio 7.2.12.








2.4 Estimación por intervalo para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales    (muestras independientes).

Estadístico: 



F de Snedecor, con n1-1 g.l. en el numerador y n2-1 g.l. en el denominador,   que deja a su derecha una probabilidad de 







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio:  









Ejercicio 7.2.9.
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TEMA 3

Estimación



PROGRAMACIÓN FICHAS RESUMEN EJEMPLOS




PROGRAMACIÓN.

TEMA 3.- ESTIMACIÓN

1. Estimación puntual. Propiedades de los estimadores. 

1.1 Métodos de estimación: método de la máxima verosimilitud.

2. Estimación por intervalos.

2.1. 

Para la MEDIA POBLACIONAL 

2.1.1 En una población sin especificar con varianza conocida.

2.1.2 En una población NORMAL con varianza conocida.

2.1.3 En una población NORMAL con varianza desconocida.

2.1.4 

Estimación por intervalo de una PROPORCIÓN POBLACIONAL .

2.1.5 Determinación del tamaño muestral

2.2. 

Para la VARIANZA POBLACIONAL 

2.3. 

Para la DIFERENCIA DE MEDIAS de dos poblaciones 

2.3.1. En dos poblaciones sin especificar con varianzas conocidas.

2.3.2. En dos poblaciones NORMALES con varianzas conocidas.

2.3.3. En dos poblaciones NORMALES con varianzas desconocidas pero iguales.

2.3.4. Estimación por intervalo de la diferencia de dos PROPORCIONES POBLACIONALES.

2.4. Para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales  (muestras independientes)  

Objetivos: diferenciar entre estimación puntual y estimación por intervalo. Comprender las propiedades deseables para un estimador puntual relativas al mínimo error cuadrático medio (sesgo y varianza). Construcción de intervalos de confianza para la media poblacional, la varianza poblacional y para una proporción poblacional. Saber calcular el tamaño muestral necesario para hacer una estimación de una proporción y una media, a un nivel de confianza y una amplitud del intervalo prefijados.



BIBLIOGRAFÍA BÁSICA (teoría y problemas)

· [bookmark: OLE_LINK3]Teoría y ejemplos: ESTEBAN, J.; et Alt.: “Inferencia Estadística”, Garceta grupo editorial 2011. Tema 4  (4.1, 4.2, 4.3, 4.4) y tema 5.



· Ejercicios y cuestiones: MURGUI, S.; et Alt.: "Ejercicios de Estadística, Economía y Ciencias Sociales”, Tirant lo Blanch 2002. Tema 7.





· NEWBOLD, P.: “Estadística para los Negocios y la Economía”. Ed. Prentice Hall, Madrid 1997 (cuarta edición). Capítulos 7 y 8.




FICHAS RESUMEN.



1. Estimación puntual.



· ESTADÍSTICO: función de cualquier muestra de tamaño n (v.a.)

· ESTIMADOR: el estadístico dependiente de la muestra concreta cuya información se utiliza para hacer la estimación

· ESTIMACIÓN: el valor numérico que toma el estimador para la muestra concreta y que se considera como una aproximación al parámetro poblacional.



Mediante la estimación puntual se obtiene un único valor para un parámetro del modelo de probabilidad de la población.






PROPIEDADES DESEABLES



(1) 

Estimador insesgado: el valor esperado del estimador coincide con el parámetro poblacional. .



SESGO: 



ERROR CUADRÁTICO MEDIO: 



(2) Estimador de mínima varianza: de entre los estimadores con el mismo sesgo, es mejor el que tenga mínima varianza. De un conjunto de estimadores insesgados se elige, por tanto, el de mínima varianza.





	EFICIENCIA:	





	Cota de Cramer-Rao: mínima varianza para un estimador insesgado.

	Estimador eficiente: insesgado y que su varianza alcanza la cota de

     Cramer-Rao.

1.1  Métodos de estimación: Método de la máxima verosimilitud.



· Dada una muestra de tamaño “n”, la verosimilitud es la probabilidad de haber obtenido dicha muestra para un hipotético valor del parámetro θ a estimar.

· El instrumento estadístico que nos proporciona esa probabilidad es la función de verosimilitud: es como la función de densidad muestral pero tomando como variable el parámetro θ. 



· La representaremos así: .

· Como partimos de una m.a.s. (independencia) la obtendremos:







   donde  es la función de densidad de la población.



· El método de máxima verosimilitud consistirá en obtener un estimador en función de los datos muestrales  que haga máxima la probabilidad de haber obtenido esas n observaciones concretas.



· Por tanto, ese estimador se obtendrá derivando la función de verosimilitud en función de θ. Es habitual tomar logaritmos para simplificar el proceso.





· El estimador   así obtenido se denomina Estimador Máximo Verosímil (EMV) del parámetro θ.  



PROPIEDADES DE LOS EMV.

1. Para muestras grandes el EMV se puede considerar insesgado y eficiente.

2. Invarianza: 



EMV del parámetro p del modelo Bernoulli: ejercicio 7.1.4.

EMV del parámetro λ del modelo Poisson: ejercicios 7.1.3. y 7.1.5.

EMV del parámetro θ del modelo Exponencial: ejercicio 7.1.6.



EMVs de los parámetros μ y σ2 del modelo NORMAL: ejercicios 7.1.7, 7.1.8. y 7.1.10.



[bookmark: _GoBack]ESTIMADORES PUNTUALES

		

Parámetro poblacional a estimar 

		

Estimador





		valor 

esperado





		

Sesgo





		

Varianza





		

ECM







		



Normal

		



		



		insesgado

0

		



		EMV

Eficiente



		p

Bernoulli

		

		



		insesgado

0

		



		EMV

Eficiente



		



Normal



 desconocida

		



		



		sesgado





asintóticamente insesgado

		



		EMV

menor ECM

que Cuasi-varianza



		λ

Poisson

		

		

		Insesgado

0

		

		EMV

Eficiente



		

Exponencial

		

		

		Insesgado

		

		EMV







[bookmark: OLE_LINK1]
2. Estimación por intervalos.



La estimación puntual de un parámetro poblacional no coincidirá con el verdadero valor del parámetro pero se espera que esté próximo a él.

La estimación por intervalos construye intervalos, alrededor del estimador  puntual, en los que será altamente probable que se encuentre el valor del parámetro poblacional.



A un intervalo de este tipo se le llamará: intervalo aleatorio o estimador por intervalo.





Nivel de confianza : probabilidad de que el intervalo aleatorio contenga al parámetro. Es decir, si tomamos muestras de tamaño “n”, el nivel de confianza indicará que el (1-α)·100 de las muestras de ese tamaño proporcionarán un intervalo que contendrá al parámetro.



Niveles de confianza más habituales: 0,99; 0,95 y 0,90.




2.1. Intervalos de confianza para la MEDIA POBLACIONAL 



2.1.1. En una población sin especificar con varianza  conocida.



PARA n GRANDE





Estadístico  (TCL)









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 





Ejercicio 7.2.1.




2.1.2. En una población NORMAL con varianza  conocida.



PARA n cualquier tamaño







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 







Ejemplo 3.1 

(Manual teoría página 192) Se quiere estimar el gasto medio mensual, en euros, de los españoles en alimentación, para  lo que se dispone de una m.a.s. de tamaño 100 cuya media muestral ha resultado ser 450 €. Supóngase que la distribución de esta variable es aproximadamente Normal con varianza conocida .



Solución: [448,432;  451,568]






2.1.3. En una población NORMAL con varianza  desconocida.





PARA n cualquier tamaño (muestra pequeña )





Estadístico 

t de Student con (n-1) grados de libertad.









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 3.2 (manual teoría páginas 201-202). De una población normal, se obtiene una muestra de tamaño 17, resultando una media muestral de 240 y varianza muestral 25. Obténgase un intervalo de confianza para la media poblacional del 95%.

Solución: [237,35;  242,65]





· 

Si la población es NORMAL y la varianza  desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE se aplica el mismo intervalo aleatorio que el caso 2.1.2 pero sustituyendo la varianza poblacional por la muestral:





NORMAL varianza  desconocida





PARA n GRANDE    







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



· 

Si la distribución poblacional no se especifica, la varianza  es desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE,  por el TCL, se puede aplicar  también el mismo criterio, sustituyendo la varianza poblacional por una estimación adecuada.

 



Ejemplo 3.3 
En la siguiente distribución de frecuencias aparecen los tamaños de los hogares unifamiliares de una m.a.s. de tamaño 500 de éstos, en una ciudad determinada:



		X tamaño hogar

		frecuencia



		1

2

3

4

5

6

7

		55

95

140

130

55

20

5



		

		n = 500





a) Se dará una estimación puntual para la media y la varianza poblacionales.



b) Un intervalo de confianza para la media poblacional al 90%.











Ejercicio 7.2.4. (Exponencial)

Ejercicio 7.2.5. (Poisson)








2.1.4. Estimación por intervalo de una PROPORCIÓN POBLACIONAL .





PARA n GRANDE 



Estadístico 









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 





Siendo  proporción con que se observa el fenómeno en la muestra.




Ejemplo 3.4 Se pretende estimar la proporción de votantes de un partido determinado mediante un intervalo de confianza del 95%. Para ello se realiza una encuesta por m.a.s. resultando que, de 1000 encuestados, 300 afirman que votarán a dicho partido. ¿Cuál será el intervalo estimado?



Solución: [27,16; 32,84]







Ejercicio 7.2.6.








2.1.5. Determinación del tamaño muestral  



(1) 





Para estimar la proporción poblacional , fijado un error de estimación  y un nivel de confianza  determinados.





Intervalo aleatorio:  



Error de estimación: despejando n









donde  es una estimación de  a partir de una muestra piloto.



· 


Caso más desfavorable para el tamaño muestral: 

En este caso sustituyendo en la expresión anterior queda:







(2) 





Tamaño muestral para estimar la media poblacional  de una población normal con varianza conocida, fijado un error de estimación  y un nivel de confianza  determinados..



Intervalo aleatorio:  Error estimación: 









se puede estimar  con  a partir de una muestra piloto.


Ejemplo 3.5 

(manual teoría pág. 219). Se desea conocer, mediante un intervalo de confianza del 96%, y un error de estimación de  el porcentaje de lectores de determinado periódico. ¿Cuál deberá ser el tamaño muestral?



Solución: aprox. n = 4.669



Ejemplo 3.6 ¿Qué tamaño muestral se necesita para garantizar que la longitud del intervalo aleatorio, para la estimación de una proporción poblacional, sea como máximo de 0,03 con un nivel de confianza del 95%.



Solución: n = 4.269



Ejemplo 3.7 

Un periódico publica una encuesta de la que se concluye que el 46% de la población estaba a favor de la política económica del gobierno, con un margen de error de  a un nivel de confianza de 95% ¿Qué significa esto? ¿Cuál era el tamaño muestral?



Solución: n = 1.061



Ejemplo 3.8 (manual teoría pág 244). Considérese una población con distribución NORMAL:

a) 





Si la varianza poblacional es , obténgase el tamaño de la muestra que tendrá que extraerse, para lograr un intervalo de confianza del 95% para la media poblacional  si se prefija una amplitud para el intervalo de 3 (error de estimación ).

b) 





Si la varianza poblacional se considera desconocida y a partir de una muestra piloto adecuada se obtiene una varianza de dicha muestra de  ¿cuál deberá ser el tamaño de la muestra necesaria para estimar la media poblacional  a un nivel de confianza del 99% y error de estimación ?



Ejercicio 7.2.10.

Ejercicio 7.2.11.






2.2. Intervalo de confianza para la VARIANZA POBLACIONAL 





Población NORMAL con media  desconocida.

PARA n cualquier tamaño





Estadístico  n–1 grados de libertad









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 

Ejemplo 3.9 
(manual teoría pág. 206). Se desea estimar la varianza del gasto diario por cliente de una sala de fiestas. Para ello se obtiene una muestra de tamaño 10 de la variable gasto:



90	110		80	120		130		135		150		145		125		100



Obténgase dicha estimación con un intervalo de confianza del 90% supuesta hipótesis de normalidad.



Solución: [286,79; 1.459,40]







Ejercicio 7.2.2.

Ejercicio 7.2.3.




2.3 Estimación por intervalos para la diferencia de medias de dos poblaciones .



2.3.1 Dos poblaciones sin especificar con varianzas conocidas.









Estadístico 







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 




2.3.2 Dos poblaciones NORMALES con varianzas conocidas.



Igual que el caso anterior, pero las muestras pueden ser pequeñas. 









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 3.10 

(manual teoría pág. 207) Supóngase que se conocen las varianzas de los rendimientos (en porcentaje) de dos alternativas independientes de inversión:  y que se desea estimar con un intervalo de confianza del 90% la diferencia entre los valores medios a partir de los resultados obtenidos en diferentes momentos, siendo el rendimiento medio observado de la primera del 18% a partir de una muestra de tamaño 30, y el observado de la segunda del 12% a partir de una muestra de tamaño 20. (Suponemos hipótesis de normalidad).



Solución: [2,71; 9,29]






2.3.3. Dos poblaciones NORMALES con varianzas desconocidas pero iguales.



Dos muestras independientes de cualquier tamaño.



Estadístico: 



t de Student con (n1 + n2 – 2) grados de libertad







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio:  









Ejemplo 3.11 



(manual teoría pág. 208). Supóngase que se desea estimar mediante un intervalo de confianza del 90% la diferencia entre los rendimientos cárnicos medios de dos tipos de pienso, y que se acepta que las varianzas poblacionales son iguales. A partir de dos muestras de tamaños  se han obtenido las medias y varianzas muestrales resultando ser:  respectivamente. (Se supone hipótesis de normalidad y muestras independientes).



Solución: [2,13; 5,87]





Ejercicio 7.2.8.


· Si los tamaños muestrales fuesen suficientemente grandes, se aplicarían los resultados de 2.3.2. pero sustituyendo las varianzas poblacionales por las muestrales.









Nivel de confianza  Intervalo aleatorio: 



Ejemplo 3.12 

Con los mismos datos que el 3.11. pero con muestras de tamaños: .



Solución: [3,25; 4,75]



NOTA: compruébese que si se resuelve con una t de Student el resultado es prácticamente el mismo.



Ejercicio 7.2.7.






2.3.4. Estimación por intervalo de la diferencia de dos proporciones muestrales .









Estadístico: 







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio:











Ejemplo 3.13 



Un partido político está interesado en la incidencia que la campaña electoral está teniendo en la evolución de la intención de voto. Para ello se realizan dos sondeos, uno antes del inicio de la campaña con una muestra de tamaño  y otro, una semana después de iniciada la campaña electoral, con una muestra . En el primer caso, la intención de voto era del 32% y del 40% en el segundo. 

Obténgase un intervalo de confianza al 95% para la diferencia de proporciones.

Solución: [2,9; 13,1]







Ejercicio 7.2.12.








2.4 Estimación por intervalo para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales    (muestras independientes).

Estadístico: 



F de Snedecor, con n1-1 g.l. en el numerador y n2-1 g.l. en el denominador,   que deja a su derecha una probabilidad de 







Nivel de confianza  Intervalo aleatorio:  









Ejercicio 7.2.9.
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