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TEMA 5 EJEMPLOS. MODELOS ESPECIFICOS UNIVARIANTES

DISTRIBUCION DE BERNOULLI o dicotémica de parametro P.

El conjunto de distribuciones Bernoulli se adaptan al experimento aleatorio mas sencillo, el

dicotomico o de Bernoulli, con dos posibles resultados, identificados tradicionalmente como

“éxito y fracaso”.

Espacio muestral Q={E,F} P(E)=p P(F)=1-p=q 0<p<1

Sedefinelav.a. X :Q=R/ X(E)=1 X(F)=0.

X solo puede tomar los valores 0 y 1 y sus probabilidades son:
P(X=0)=1-p=q y P(X=1)=np.

Se dira entonces que X tiene una distribucién de Bernoulli de pardmetro D.
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Distribucion de Bernoulli de parametro p:
@ Funcién de probabilidad o cuantia:

f(X/p):{pX(l_p)lX x=0,1

0 otro caso
Asi: P(X =0)=f(0/ p)=1-p P(X=1)=f(1/p)=p
* E(X)=p
# var(X)=p(l-p)
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DISTRIBUCION BINOMIAL de parametros N yD.

Esta familia de distribuciones nos servira para calcular probabilidades de variables aleato-

rias definidas a partir del experimento aleatorio, definido anteriormente, con dos resultados

posibles: éxito y fracaso (experimento Bernoulli), pero repetido dicho experimento N veces

de forma independiente.

La probabilidad de éxito en cualquier realizacion la denominamos P.

Si X es una variable aleatoria que denota: el niimero de éxitos obtenidos en las N realiza-

ciones, entonces X se distribuird como una binomial de pardmetros N y P. (N entero po-

sitivoy 0 < p<1)
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Distribucion binomial de parametros 'y p.

Funcion de probabilidad o cuantia:

f(x/n,p)=:

0 otro caso

n n!
donde =
X) x'(n-=x)!

E(X)=np  Var(X)=np(l-p)

o _ ) « ”,

Es habitual denominar “q” al complementario de “p”: 1 —p =g

(?Jpx(l—p)nx para X=012,---
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EJEMPLO DISTRIBUCION BINOMIAL: B(n =10, p = 0,1)
binomial n=10 p=0,1

1{64] F(x)
x | P(X=x) P(X<x)
0 0,3487 0,3487
1 0,3874 0,7361
2 0,1937 0,9298
3 0,0574 0,9872
4 0,0112 0,9984
5 0,0015 0,9999
6 0,0001 1,0000
7 0,0000 1,0000
8 0,0000 1,0000
9 0,0000 1,0000
10 0,0000 1,0000

probabilidad f(x)

0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

Para valores de p pequefios, las

0

1

probabilidades mas altas estan

rrrrrrrrrrrrrrrr al principio de la distribucion

2 3 4 5 6 7 8 9 10

valores x
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EJEMPLO DISTRIBUCION BINOMIAL: B(n = 10, p = 0,9)

f(x) F(x) \ binomial n=10 p=0,9
X P(X=x) P(X<x)
0 0,0000 0,0000 0,45 Para valores de p grandes, las |
1 0,0000 0,0000 0.40 probabilidades mas altas estan |
2 0,0000 0,0000 5 0:35 al final de la distribucion
3 0,0000 0,0000 T 0,30
4 0,0001 0,0001 2 0,25
5 0,0015 0,0016 3 0,20
6 0,0112 0,0128 ? o015
| 4
7 0,0574 0,0702 S 010
8 0,1937 0,2639 0,05
9 0,3874 0,6513 0,00 ___
10 0,3487 1,0000 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 _
'O,9X 0,110 X X :O,l,"‘ ,10 valores x
f(x)=<\x

0 otro caso
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EJEMPLO DISTRIBUCION BINOMIAL: B(n =10, p = 0,5)

£(x) Fx) |
 x P(X=x) P(Xsx)
0 0,0010 0,0010
1 0,0098 0,0107
2 0,0439 0,0547
3 0,1172 0,1719
4 0,2051 0,3770
5 0,2461 0,6230
6 0,2051 0,8281
7 0,1172 0,9453
8 0,0439 0,9893
9 0,0098 0,9990
10 0,0010 1,0000

f(x) probabilidad

0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

binomial n=10 p=0,5

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

valor x

Para p=0,5 la distribucion es simétrica
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Ejemplo 5.1 Modelo Bernoulli - binomial. En una planta industrial, los lotes grandes de
articulos recibidos se inspeccionan para detectar los defectuosos por medio de un esquema
de muestreo. Se examinan 10 articulos y el lote sera rechazado si se encuentran dos o mas
articulos defectuosos. Si un lote contiene exactamente el 5% de articulos defectuosos, ;Cual
es la probabilidad de que el lote sea aceptado? ;Y de que sea rechazado?

Solucion: P (aceptar) = 0,9138
Solucion:
Sea la v.a. X que mide el nimero de articulos defectuosos en muestras de n = 10. (Seleccionadas de forma
independiente). Exito: articulo defectuoso.
P(E) = P(defectuoso) = 0,05 =p
P(F) = P(no defectuoso) =095=1—p
Asi, la v.a. X tiene una distribucion binomial de parametrosn =101 p = 0,05. X~bin(n = 10;p = 0,05). La
funcién de probabilidad de este modelo es: f (x/n,p) = (Z) p*-(1—p)"* perax=0,1,2,---,n

P(aceptar) =P(X <2)=PX=0)+PX=1) = (100) 0,05%- 0,959 + (110) 0,051 -0,95° =

= 0,5987 + 0,3151 = 0,9138. P(rechazar) = 1 — P(aceptar) = 1 — 0,9138 = 0,0862.
Asi, si el lote tuviera un 5% de articulos defectuosos, la probabilidad de quedarse con el es muy elevada,
aceptariamos el 91,38% de los lotes con un 5% de defectuosos.

» Probad calcular esta probabilidad para un porcentaje de defectuosos del 3% (p = 0,03).
(Aceptar 0,9655)

Si el 5% de los articulos del lote fueran defectuosos
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DISTRIBUCION DE POISSON de parametro A.

Esta distribucion discreta es apropiada para variables aleatorias del tipo:

X: netotal “x” de ocurrencias de un fendmeno durante un periodo de tiempo fijo o en una
region fija del espacio.
Como por ejemplo:
» Numero de llamadas telefonicas recibidas en una centralita durante un periodo de
tiempo fijo.
Numero de erratas por pagina (o por n? fijo de paginas) en un libro.
Numero de accidentes, con victimas mortales, en las carreteras de una region, durante

un periodo de tiempo fijo.

10
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Distribucién de Poisson de parametro A > 0

Sea X una v.a. con una distribucién discreta y supongamos que el valor de X debe ser un

entero positivo.

X tiene una distribucién de Poisson de parametro A si:

la funcién de probabilidad de X es:

( X

)

e — para x=012,.....
f(x/2)=4° 3 P A>0

0 otro caso
E(X)=41 Var( X )= 4

11
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EJEMPLO DE DISTRIBUCION DE POISSON: P(A = 5)

f(x) F(x) f(x)
| P(X=x) P(Xsx)

X
0 | 00067 0,0067 0,20 Las probabilidades que asigna
1 0,0337| 0,0404 0,18 el modelo Poisson toma los
2 0,0842| 0,1247 0,16 4 B valores mas altos alrededor del
3 0,1404| 0,2650 00144  w B R B | parametro 4
4 0,1755| 0,4405 o2d B RN
5 0,1755| 10,6160 owod  RRRBR
6 0,1462| 0,7622 '
7 0,1044| 0,8666 LA R R R
8 0,0653| 0,9319 0661 B EBEREREERER
9 0,0363| 0,9682 0,0+ BB R BB B
10 0,0181, 0,9863 0,24 BB BB REBRE
11 0,0082| 0,9945 0,00 —
12 0,0034| 0,9980 N °
13 | 0,0013| 09993 oo
14 0,0005| 0,9998 valores x
15 0,0002| 0,9999
16 0,0000| 1,0000 Si A es entero, las
probabilidades mas altas
X 4 _— —_—
f(x; A=5) = e‘5% parax=0,1,2,3, .. estanen x =4 yx=4-1

12
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Ejemplo 5.2 Modelo Poisson. El numero de accidentes laborales diarios en el sector de la
construccion es una variable aleatoria que sigue una distribuciéon de Poisson de media 5.

a) Calcilese la probabilidad de que en un dia haya 3 o menos accidentes laborales en dicho

sector.
b) ;Cual es la probabilidad de que en un dia haya mas de 3 accidentes laborales en dicho
sector?
Solucion: a) 0,2650 b) 0,7350
Solucion:

Sea la v.a. X que mide: nimero de accidentes laborales diarios en el sector de la construccion.
X~Poisson (A = 5), es decir, la v.a. X le asociamos una distribucion Poisson de pardmetro A = E(X) =

5. Por tanto, para calcular probabilidades de X utilizaremos la siguiente funcion de probabilidad:
X

A
flx; 2) = e"lg perax=20,1,2,3,..

QPX<3)=P(X=0)+P(X=1)+PX=2)+P(X =3) =33 PX =x) = Y3 ge 5> =

x!
_ ,-5y3 S _ _-5[5%, 5, 5% 5% _
=e szoz— e [E-FF‘F;‘F;] = 0,2650.

b) P(X>3)=1-P(X<3)=1-0,2650 = 0,7350.

13
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DISTRIBUCION UNIFORME continua en el intervalo [a, b].

Una variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme continua en el intervalo | = [a, b]

con d < b, sila f.d.p. apropiada para calcular sus probabilidades es:

Funcién de densidad Funcion de distribucion
) (0 X<a
! a<x<b X—a
f(x/ab)=<pb-a - F(x)=<b— a<x<b
—a
0 otro caso
- 1 X>Db
2
a+b (b-a)

E(X):? Var( X )= T

14
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Propiedad que caracteriza al modelo uniforme: la probabilidad de que X tome valores en
cualquier subintervalo (X7, X2) de [a, D] es proporcional a la longitud del subintervalo.

Ademas, f (x) es constante en todo [a, b].
El modelo uniforme es adecuado para variables aleatorias que toman valores en un inter-
valo de larecta real [, b] con densidad de probabilidad constante.

El modelo uniforme se puede utilizar cuando no tenemos ninguna informacion sobre el

modelo de probabilidad de una variable aleatoria continua que toma valores en un intervalo.

15
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Ejemplo 5.3 Modelo Uniforme continuo. El tiempo (en minutos) que una persona emplea
en realizar cierto trabajo sigue una distribucion uniforme entre 2 y 5 minutos.

a) ;Cual es el tiempo esperado que necesita para realizar dicha tarea? ;Y su desviacion ti-
pica?

b) Representa graficamente la funcion de densidad de probabilidad de esa v.a.

c¢) Calculala probabilidad de que una persona lleve a cabo dicho trabajo en un tiempo entre
3 y 4 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que lo realice entre 2,5 y 3,5 minutos? ;Y qué
tarde mas de 5 minutos?

d) Determina la funcién de distribucién.

Solucion: a) E(X) = 3,5 minutos, 6 = 0,866 ¢)1/3,1/3, 0.

Solucion:

Sea la v.a. X que mide: tiempo en realizar un trabajo (en minutos).
X~Uniforme [2; 5], es decir, la v.a. X le asociamos una distribucion Uniforme de pardmetrosa =2y b = 5.

Por tanto, para calcular probabilidades de X utilizaremos la siguiente funcion de densidad de probabilidad:

flx/a,b)=—=7 2<x<5

16
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LR
a) E(X) = aTer = zst = 3,5 minutos
N2 _o\2
Var(X) = (b-a)” _ (527 _3 DT(X) =0 = - 0,866 minutos
12 12 4 4

b) Representacion grdfica

Distribucion UNIFORME [2, 5]

(1
— 2<X<5
f(x)=13
Hx) |0 otro caso
1/3
1/3 A
05 2 35 5 65
valores X

17
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1 ]4 4-3 1
3

c) PB<X<4)= f:gdx =3X|, =5 =3° P(2,5 < X < 3,5) por ser un intervalo de igual amplitud.

P(X >5) = fsoo Odx = 0 ya que la funcién de densidad vale cero fuera del intervalo [2; 5].
d)

x1 1,1 x-2
para2 <x<5->F(x) =P(X <x) —fz Edt_gt]z ==

parax25—>F(x)=P(XSx)=F(5)=?=1

0 x <2
La funcién de distribucion es: F(x) = % 2<x<5

1 x=5
A partir de esta funcion F(x) también se pueden calcular probabilidades sin necesidad de integrar:
PB<X<4)=FA)-F3)=""-"=1

12

PX>3)=1-P(X<3)=1-F@3)=1-"=1-1=1

La funcién de distribucion es muy importante especialmente en los modelos continuos para calcular rdpi-
damente probabilidades en un intervalo: P(a < X < b) = F(b) — F(a)

18
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o . 2
Sea X una v.a. con una distribucion normal de parametros ty ,0y

X — iy
O x

Sea Z lav.a. tipificadade X: Z =

Z es una transformacioén lineal de X que podemos escribir como:
1
7= x_2x
O x Ox
Por tanto, aplicando las propiedades de transformacién lineal, Z tiene una distribucién nor-

mal de parametros:

1 u 1
L P
Oy Oy Oy

Z ~ N(0, 1). pistribucién normal tipificada

19
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Por tanto, podremos determinar las probabilidades de cualquier v.a.
X ~ N(1, 0) a partir de la distribucién normal tipificada Z ~ N0, 1), utilizando las
TABLAS DE DICHA DISTRIBUCION.

CALCULO DE PROBABILIDADES CON LA DISTRIBUCION NORMAL TIPIFICADA (TA-
BLAS)

Como la distribucién NORMAL es simétrica, las probabilidades estan determinadas solo para
valores de Z positivos. Las probabilidades para valores de Z negativos se resuelven por si-

metria con el positivo correspondiente.

20
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2>0 P(Z<z)=F(z)
P(Z>z2)=1-F(z)

2>0 P(Z<-2)=P(Z>2)=1-F(z)
P(Z>-2)=P(Z<z)=F(z)

2,>0,2,>0 P(2,=222,)=F(z,)-F(z,)
3. P(-z,<Z2<z,)=F(z,)-(1-F(z,))
P(-z,<72<-2,)=F(z,)-F(z,)

21




TEMA 5 EJEMPLOS. MODELOS ESPECIFICOS UNIVARIANTES

22
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LA
Ejemplo 5.4 SiXesunava. X ~ N(,u =120, o = 20), tipifica los siguientes valores:

x[105]110]120|130
z

Solucion: -0,75 -0,50 0 050

Ejemplo 5.5 Transforma los siguientes valores tipificados en sus valores reales de la varia-
ble aleatoria X, sabiendo que la media y la desviacién tipicade Xson: ut =30 y o =10

2 |-196 | 065 | 1,96
xl L

Solucion: 10,4 36,5 49,6

23
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LA
Ejemplo 5.6 SiZ ~ N (O, 1), determinense las siguientes probabilidades:

a)P(Z <196) b)P(Z >196)

c)P(Z <-065) d)P(Z >-065)
e)P(040<Z <0,60) IP(-104 <Z <-0,30)
g)P(-104<Z<030) h)P(Z>400)

Solucién: a) 0,9750 b) 0,0250¢c) 0,2578 d) 0,7422 e) 0,0703
) 0,2329 g) 0,4687h) 0

24
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Ejemplo 5.7 Sealav.a. X ~ N(2,5), calctilese P(X < 9).
Solucion; 0,9192
Solucién: si X~Normal(2;5) — Z = ¥~N(0; 1)

P(X<9)=P (z < %) = P(Z < 1,40) = F(1,40) = 0,9192.
(En una distribucion normal de media 2 y desviacion tipica 5 el 91,92% de los datos son menores que 9).

Ejemplo 5.8 Dadalav.a. X ~N (3,2), calculese P (5,4 < X < 5,8).
Solucion: 0,0343
Solucion: si X~Normal(3;2) - Z = =—2~N(0; 1)

P(54<X<5,8) = P(#<ZS$) = P(1,20 < Z < 1,40) = F(1,40) — F(1,20) = 0,0343.

(En una distribuciéon normal de media 3 i desviacion tipica 2 el 3,43% de los datos estdn entre 5,4y 5,8).

25
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Ejemplo 5.9 Dadalav.a X ~ N (5, 2), determinese el valor de x,, tal que:
P( X < Xy ) =0,9505. (Punto de corte para una probabilidad del 0,9505 menor).

Solucion: x,= 8,3

Solucién: si Xx~Normal(5;2) - Z = XT_5~N(O; 1).
P(X < x¢) =0,9505 < P(Z < x02—5) = 0,9505 < =1,65ox9g=5+1,65-2=8,30.

(En esta variable, el valor de 8,3 no es superado con unas garantias del 0,9505. E1 95,05% de los valores de
una normal de media 5 y desviacion tipica 2 son inferiores a 8,3).

x0—5

26
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Ejemplo 5.10Sea v.aa. X ~ N(lOO, 5). Obténgase un intervalo centrado en la media que

contenga el 95% de la probabilidad.
Solucion: [90,2, 109,8]

Solucién: si X~Normal(100;5) - Z = ~—=~N(0; 1).

Se pide un intervalo (x1; x;) centrado en la media p = 100 tal que: P(x; < X < x,) = 0,95

Como el intervalo es centrado en la media de la distribucion, x1y X, tendrdn el mismo valor tipificado z

. . x1—-100 x2—-100
pero de signo contrario: sea z > 0 tal que — z = = - z="=2 -

Pxi<X<x9)=095oP(-2<Z<z)=0,95o F(z) —F(-z)=0,95 &
o F(z) - (1 - F(2)) = 0,95 & 2F(2) = 1,95 & F(z) = 2> = 0,9750 & z = 1,96,

Entonces, x; =100—-1,96-5=90,2 i x, =100+ 1,96-5 =109, 8.

MODEL NORMAL TIPIFICAT MODEL NORMAL (100; 5) [En una distribucion nor-
mal de media 100 y desvia-
cion tipica 5 el 95% de los
datos estdn entre 90,2 y
109,8 en un intervalo cen-
trado en la media
u=100).

0,95 0,95

4 -3 -2 -1 0 1 7/ 3 4 80 90,2 100 109,8 120

27
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Ejemplo 5.11 Las ventas diarias (exceptuando los sabados) de un pequeno restaurante tie-
nen una distribuciéon normal con media igual a 380 € y desviacion tipica igual a 80€.

a) ;Cudl es la probabilidad de que las ventas excedan los 380 €. en un dia dado?

b) Elrestaurante debe tener por lo menos 220 € en ventas por dia para poder cubrir sus

costos. ;Cual es la probabilidad de que el restaurante no pueda cubrir sus costos un dia
dado?

C) Hallar el punto de corte para el 33% de las ventas diarias mas altas:

(x? tal que P(X >x)=033)
Solucion: a) 0,5 b) 0,0228 c)x=415,2

28
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Ejemplo 5.12 Aproximacion binomial por Normal. Sup6ngase que se tira una moneda
equilibrada 500 veces. ;Cual es la probabilidad de que salgan entre 240 y 260 caras?

0,0400
0,0350
0,0300
0,0250
0,0200
0,0150
0,0100
0,0050
0,0000

200
204
208
212
216

BINOMIAL n = 500; p = 0,5

220
224
228
232
236
240
244
248
252
256
260
264
268
272
276
280
284
288
292
296
300

240 — 250

P(240<X<260)=P( T35

260 — 250

Solucion: 0,6266
Solucion:
Sea la v.a. X: n® de caras obtenidas al tirar una
moneda n = 500 veces.
X~bin(n =500;p =0,5)
Como n es muy grande y np = 250 > 5, el mo-
delo binomial se puede aproximar por una Nor-
mal de pardmetros:

X~N(u = np = 250; 0 = \/npq = V125)

X=250
-7 = NV ~N(0; 1)
Asi:

VS ) =P(-0,89<Z<0,89) =

= F(0,89) — (1 — F(0,89)) = 0,8133 — 0,1867 = 0,6266

29




TEMA 5 EJEMPLOS. MODELOS ESPECIFICOS UNIVARIANTES

Ejemplo 5.13 Aproximacion Poisson por Normal. Supongase que el nimero medio de lla-
madas telefonicas en una centralita es de 400 cada 5 minutos. ;Cual es la probabilidad de
que se produzcan mas de 375 llamadas en un periodo de cinco minutos?

Solucion: 0,8944

Poisson A = 400 Solucion:

0,0200 Sea lav.a. X: n?de llamadas cada cinco minutos.

o X~Poisson(A = 400)
ZZE: Como Aes muy grande A = 400 > 30, el modelo
0,0100 Poisson se puede aproximar por una Normal de
pardametros:

X—400
00000 o uill H ............. 20

8 T 0NN WwMmO I~ — 00 N wmO M~ 00w G W 7
O 4 NN T TN WS QO ™ = N0 T W w00 00 ; ASI.
Moo oo o oo oM m T T T T T T T T T TS .

0,0075

0,0025

0,0050

|H||\|I|||m... -7 =22 Neo;1)

375 — 400

20 = P(Z > —1,25) = P(Z < 1,25) = F(1,25) = 0,8944

P(X > 375) = P(Z >

N——
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