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10. Estimacion por intervalos.

La estimacidon puntual de un parametro poblacional no coincidira con el verdadero valor
del parametro pero se espera que esté préoximo a él.

La estimacidn por intervalos construye intervalos, alrededor del estimador puntual, en los
que sera altamente probable que se encuentre el valor del parametro poblacional.

A un intervalo de este tipo se le llamara: intervalo aleatorio o estimador por intervalo.

Nivel de confianza 1 — a: probabilidad de que el intervalo aleatorio contenga al parametro.
Es decir, si tomamos muestras de tamano “n”, el nivel de confianza indicara que el

(1 — a) - 100 de las muestras de ese tamafio proporcionara un intervalo que contendra al
parametro.

Niveles de confianza mas habituales: 0,99; 0,95; 0,955 y 0,90.
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10.1. Intervalos de confianza para la MEDIA POBLACIONAL u
10. 1.1. En una poblaciéon NORMAL con varianza o°_conocida.

PARA n cualquier tamano
Nivel de confianza 1 — @ = Intervalo aleatorio: X, & Z4 7 \%

(Reproductividad de la Normal)

Ejemplo 10.1 Una empresa automovilistica quiere estimar la media de las emisiones de
CO; del ultimo modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de
n = 9 coches ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO; por Km recorrido. Se
supondra que la variable X, que mide las emisiones de CO2 de esos coches, tiene una distri-
bucién Normal de varianza o2 = 482. Nivel de confianza 1 — a = 0,95.

Solucidn: para una m.a.s. de n = 9 coches x,, = 170 gr por Km (estimacién puntual).
La v.a. X: emisiones de CO; del coche (en gr por Km) tienen una distribucion Normal con varianza conoci-
da: X~Normal(u; c? = 482). Por tanto, aplicando el resultado anterior y teniendo en cuenta que para

un nivel de confianza de 1 — a = 0,95 — % = 0,025 - P(Z < Za/z) = 0,9750 & z,,, = 1,96, queda:

X, + Za/z\;% - 170 + 1,963—2 — 170 + 31,36. Por tanto IC(u) = [138,64; 201,36] (estimacion por

intervalo). La media de las emisiones de CO2 de este modelo de coche esta entre 138,64 y 201,36 gr por
Km con una confianza del 95%
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Solucion desarrollada:

Sea la v.a. X: emisiones de CO: del coche (en gr por Km). X~Normal(u; 0 = 482)(poblacién normal)

Se toman m.a.s. de n = 9 coches: el vector aleatorio (X1,X,,-:+,Xq) representa todas las muestras de 9 co-
ches que se pueden tomar.

Lasv.a. X;: emisiones del i — ésimo coche ; X;~Normal(y; g2 =48%) coni = 1,2,---,9, es decir, iid.
Sabemos que, en una poblaciéon normal con varianza conocida, por la propiedad de reproductividad del

modelo normal, la media muestral tiene una distribucion Normal de media u y desviacio tipica f’ es de-

cir: X, = %XIQN ormal (,u, \/—ﬁ)

En nuestro caso X, Z‘ 91 Xi _Normal (u,

%=%=16)

Por tanto lav.a. Z = X ~N(O 1), es decir, Z se distribuye como una Normal tipificada.

@
Utilizaremos esta expresion para obtener una estimacion por intervalo de la media poblacional u al 95%
de confianza.

Para un nivel de confianza 1 — a = 0,95 buscamos en la normal tipificada el intervalo [—za/z; za/z] tal
que P(=zg/2 <Z < Zqs3) =095 & 2F(24/,) —1 =095 & F(za/z) =0,9750 © z4/,, = 1,96

Asi queda: 0,95 = P(—1,96 < Z < 1,96) = P( 1,96 <Xn kg 96)
\/5
= 48 = 48 = 48 = 48
=P (—Xn ~ 1,962 < —pu < —Xp + 1,9676) =p (Xn ~ 1,962 <p < Xp + 1,96ﬁ)
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L]
Para la muestra concreta de n = 9 coches se ha obtenido una media de x,, = 170 y el intervalo de con-
fianza para la media poblacional p es: I1C(u) = [170 -1 96\/_, 170+ 1 96\/_ = [138,64;201,36]

Por tanto, la media de las emisiones de CO: de este modelo de coche estd entre 138,64 y 201,36 gr por Km
con una confianza del 95%.

GRAFICAMENTE

Nétese que: 0,95 = P ( - 1962 <u<X, +196\/_) P(,u—196\/_<X <pu+1,96

das las muestras de tamario n = 9 (X, X5, -+, Xo).

\/_) para to-

MODEL NORMAL TIPIFICAT: N(0; 1)
A

/2 4

Za2=1,96
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10.1.2. En una poblacién NORMAL con varianza ¢* desconocida.

PARA n cualquier tamaiio (muestra pequeiia N < 30)

Xn— Xn—
Variable aleatoria= T = Sn/% = Z‘nﬂ Vn—1~t,4

t de Student con (n-1) grados de libertad.

Sn
n-—1

Nivel de confianza 1 — a = Intervalo aleatorio: Yn T ta)2

e Sila poblacién es NORMAL y la varianza o2 desconocida y la MUESTRA es suficientemen-
te GRANDE se puede aplicar el mismo intervalo aleatorio que el caso 2.1.1 pero sustitu-
yendo la varianza poblacional por la muestral (la t - Student converge a la Normal):

Poblacién NORMAL, varianza o2 desconocida y PARAn GRANDE N > 30

— S
Nivel de confianza 1 — @ = Intervalo aleatorio: X, & Z4 /7 —=

Vn
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Ejemplo 10.2 Una empresa automovilistica quiere estimar la media de las emisiones de
COz del ultimo modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de
n =9 coches ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO; por Km recorrido con
una desviacion tipica de 45 gr por Km. Se supondra que la variable X, que mide las emisio-
nes de CO; de esos coches, tiene una distribuciéon Normal de varianza poblacional 2 des-
conocida. Nivel de confianza 1 — a = 0,95.

Solucion: IC(u) = [135,41; 204,59]

Solucion: para una m.a.s. de n = 9 coches x,, = 170 y s,, = 45 gr por Km (estimacion puntual)

La v.a. X: emisiones de CO; del coche (en gr por Km) tienen una distribucion Normal con varianza desco-
nocida: X~Normal(u; o?).

)?n_.u
45/V8

. . _ Xn—u —_
Por tanto, aplicando el resultado anterior en 2.1.2, la v.a. T = ST thoq > T =

decir, T se distribuye como una t de Student con 8 grados de libertad.
El intervalo es X, + ta

~ tg, es

— Para un nivel de confianza de 1 — a = 0,95 — E = 0,025y t,/, es un valor

de la tg tal que P(tg > ta/z) = 0,025 > P(tg < tg/2) = 0,9750 © t4,, = 2,306,
Asi, el intervalo de confianza queda:

X, + ta\/_ - 170 + 2,3063—% — 170 + 36,69. Por tanto IC(u) = [135,41; 204,59] (estimacion por
2

intervalo). La media de las emisiones de CO: de este modelo de coche estaria entre 135,41 y 204,59 gr por
Km con una confianza del 95%.
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GRAFICAMENTE:

_p(- i — p (% —2306% ¢ 5
0,95 = P (~2,306 < < 2,306) = P (X, 230672 < j1 < Ky + 2,306\/5)
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10.1.3. En una poblacién no normal con varianza ¢*_conocida.

PARA n GRANDE

. . Xn—p _ Xn—u
Variable aleatoria = Z = 01} — "a -v/n ~ Normal(0, 1) (TCL)

Nivel de confianza 1 — a = Intervalo aleatorio: )_(n + Za/2 —

Vn

® Si la distribucién poblacional es desconocida o es un modelo conocido distinto del nor-
mal, la varianza a% es desconocida y la MUESTRA es suficientemente GRANDE, por el
TCL, se puede aplicar también el mismo criterio, sustituyendo la varianza poblacional
por una estimacion adecuada.

Desconocida(u,o0) - 6 = sy,
Bernoulli(p) —» 6 = p(1 — p)

Poisson(1) - 6 = Vi=+7

Yn + Za/2

Sl

10
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Ejemplo 10.3 Una empresa automovilistica quiere estimar la media de las emisiones de
COz del ultimo modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de
n = 100 coches ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO, por Km recorrido
con una desviacion tipica de 45 gr por Km. X~D(u; o) Nivel de confianza 1 — a = 0,95.
Solucion: IC(u) = [161,18; 178,82]

Solucion: para una m.a.s. de n = 100 coches x,, = 170 y s,, = 45 gr por Km (estimacion puntual)

La v.a. X: emisiones de CO; del coche (en gr por Km) tienen una distribucion desconocida de parametros
desconocidos: X~D(u; ?).
Las v.a. X;: emisiones del i — ésimo coche; X;~D(u;0?) coni =1,2,--+,100, es decir, iid.

Por el TCL la media muestral tiene una distribucion aproximadamente Normal de media u y desviacio

o . . . .
2‘ 1 X ~Normal ( —) Como o es desconocida sustituimos su valor su estima-

tipica —, es decir: X, N

\/—I
dor puntual: 6 = s, = 45.
Por tanto, aplicando el resultado anterior en 2.1.3 y teniendo en cuenta que para un nivel de confianza de

1—a—095—>——0025—>P(Z<za/2)—O9750<—>Za/2—196 queda:

X, +Za/2\/_—>X + Zajp o = 170+196\/: — 170 + 8,82. Por tanto IC(p) = [161,18; 178, 82].

La media de las emisiones de CO: de este modelo de coche estd entre 161,18y 178,82 gr por Km con una
confianza del 95%

11
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10.1.4. Estimacion por intervalo de una PROPORCION POBLACIONAL p.

PARA n muy GRANDE n > 100

p(1-p)
n

Por el TCL, la v.a. p~Normal (p;

Por tanto, la variable aleatoria = Z = Lp) ~Normal(0,1)

/p(l—p
n

Nivel de confianza 1 — @ = Intervalo aleatorio: P £ Z, /2

p(1-p)
n

Z?:]_ Xl

n

. N X ./ 7
Siendop = — = proporcion con que se observa el fendmeno en la muestra.
n

12
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Ejemplo 10.4 Supongamos que se pretende estimar el porcentaje de coches hibridos o
eléctricos que hay en la Comunitat Valenciana (CV). Si de una muestra aleatoria simple de
500 propietarios de automdviles, 50 son eléctricos o hibridos, obtener un intervalo de con-
fianza para dicho porcentaje al 90%.

Solucioén: IC(p) = [7,37%; 12,63%]

Solucion:

El modelo de probabilidad poblacional es una Bernoulli.
0 No hibrido o eléctrico

1 Si hibrido o eléctrico
0 no

1si

La variable aleatoria X = { tiene una distribuciéon Bernoulli de pardmetro p

desconocido. Si tenemos en cuenta los 500 (xl- = { ), la proporcién muestral de propietarios de hibri-

2152(1) xi _ 50

= = 0,10.
n 500
Por tanto, aplicando el resultado anterior en 2.1.4 y teniendo en cuenta que para un nivel de confianza de
a
1—a=090--=005-P(Z>24,) =005 P(Z <24/,) = F(2a/2) = 0,95 © 245 = 1,645, el
intervalo queda:

~ p(1-p) _ ’0,1-0,9
P ‘|_‘ Za/2 ” = 0,10 i 1,645 =00

En conclusidn, el porcentaje de propietarios de coches hibridos o eléctricos en la CV estd entre el 7,37 y el
12,63% con una confianza del 90%.

dos o eléctricos es. p =

= 0,10 + 0,0263 — IC(p) = [0,0737; 0,1263].

13
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MODEL NOIE-’IAL TIPIFICAT: N(0; 1)

a_
7 = 0,05 ~ 0,05
< F(1,645)=09500 |
. . 2 : T S
4 3 2 1 0 R 3
-1,645 Zas2=1,645

14
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10.2. Intervalo de confianza para la VARIANZA POBLACIONAL o

Poblacion NORMAL con media u desconocida.
PARA n cualquier tamario

2
Variable aleatoria ¥ = % "z )(1%_1 n-1 grados de libertad

_ _ | nSg nS3
Nivel de confianza 1 — a = Intervalo aleatorio: | —5—; —3
Xajz Xi1-aj2

a

Donde P ()(,?L_l > Xf_g) =1 —% y P ()(1%—1 > Xé) =2
2 2

2
0 X%—a/z Xaf2

15
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Ejemplo 10.5 Una empresa automovilistica quiere estimar la varianza de las emisiones de
COz del ultimo modelo de coche que quiere sacar al mercado. De una muestra aleatoria de
n = 9 coches ha resultado una media de emisiones de 170 gr de CO2 por Km recorrido con
una desviacion tipica de 45 gr por Km. Se supondra que la variable X, que mide las emisio-
nes de CO; de esos coches, tiene una distribucién Normal de varianza poblacional o2 des-
conocida. Nivel de confianza 1 — a = 0,95.

Solucion: para una m.a.s. de n = 9 coches x,, = 170 y s,, = 45 gr por Km

Para obtener un intervalo de confianza para la varianza poblacional ¢ en un contexto de poblacién
2

. . . S .
normal con media u desconocida, X~Normal(u; 02), se ha de utilizar lav.a. Y = na_zn ~)(,21_1 que se distri-

.. , 953
buye como una ji - cuadrado con n - 1 grados de libertad. En este caso: Y = 6—" ~x&.

2

. . nSz nS?

El intervalo aleatorio es: l L ——— ]
Xajz Xi-aj2

Para un nivel de confianza de 1 —a = 0,95 - % = 0,025. Por tanto, los valores del denominador para

una y3 son: P ()(§ > Xf_ﬁ) =1 _% = 09750 & F ()(f_g) = 0,025 > Xf_g =218 y
2 2 2

(04

P (Xg > Xé) =-=0025F (Xé) = 0,9750 - y& = 17,53.
2 2 2

El intervalo queda: 1C(02) = [72=; 2] = [1039,646;8360,09] - IC(0) = [32,24; 91,43],

17,53’ 2,18
La variabilidad en las emisiones de CO; estd entre 32,24 y 91,43 gramos por Km recorrido.

16
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1-a/2=0,9750

a/2=0,025

17,53
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