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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

1. Variable aleatoria y distribucion de probabilidad.Concepto.
EJEMPLO INTRODUCTORIO

Experimento aleatorio: tirar una moneda tres veces.

Posibles resultados:

Sucesos

. CCC |CCX |CXC [ XCC XX [XCX [ xXXC [ xxx
simples

En este tema nos vamos a centrar en medir algunos resultados numéricos del experimento

como el numero total de caras obtenidas en cada secuencia, o el nimero de cruces

obtenidas antes de la primera cara. Por ejemplo, podriamos conseguir la secuencia (su-
ceso simple) XCC, que representa una cruz seguida de dos caras. El numero total de caras

obtenido seria de 2, y el nimero de cruces antes de la primera cara seria de 1.




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Vamos a fijarnos en el primer resultado: contar el niimero de caras. Si X denota el namero
de caras, entonces X tiene cuatro valores posibles (0, 1, 2, y 3) y cada uno de estos valores

corresponde a un suceso (subconjunto del espacio muestral) de la forma siguiente:

» X =0, (ninguna cara), es el suceso {XXX}, cuya probabilidad es 1/8;
» X =1 (una cara), es el suceso {CXX XCX XXC}, cuya probabilidad es 3/8;
» X =2eselsuceso {CCX CXC XCC}, cuya probabilidad es 3/8.

» X =3 es el suceso {CCC}, cuya probabilidad es 1/8.




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

(P(X:O):P{XXX}:%

P(X =1)= P{Cxx,xcx,xxc}zg
Mas concretamente: < X
P(X =2)=P{CCX,CXC,XCC}=">
38
P(X =3)=P{CCC}:%

Hay otros sucesos que podemos describir en términos de X, por ejemplo:

.
P(X <2) = P {CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX} = g

X es una VARIABLE ALEATORIA: una variable aleatoria es una funcion del espacio mues-

tral Q en el conjunto de los nimeros reales. El valor que pueda tomar depende del azar.




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

[T
Espacio
CCC CCX CXC XCC CXX XCX XXC XXX
muestral £}
1 1 1 1 1 1 1 1
probabilidad — — — — — — — -
8 8 8 8 8 8 8 8

Variable aleatoria \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/
numero de caras

X 3 2 2 2 1 1 1 0




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Es decir, X es la funcion definida por esta tabla, su dominio es el espacio muestra Q, y su
rango es el conjunto {0, 1, 2, 3} de valores posibles, definido por la tabla anterior.

X (CXC) =2, X (CXX) = 1..

A partir de la v.a. X podemos definir sucesos numéricos en general como:

el suceso “X = 2” es el conjunto {CCX, CXC, XCC}

el suceso “X <1”es el conjunto {CXX, XCX, XXC, XXX}




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Podemos ordenar la variable aleatoria en una tabla con sus posibles valores y las probabi-

lidades de cada valor. La tabla es la siguiente:

x | P(X=x)
0 1 Esto seria la DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD de la variable aleato-
8
1 3 ria X: sus valores con las probabilidades que tomaria cada valor.
8
y) 3
8 A partir de la Distribucién de Probabilidad podemos determinar por
1
3 8 ejemplo:
1 3 3 7

— —; y lo hacemos mas rapido que a partir del listado de los

siete elementos (sucesos simples) del suceso “X<2”.




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.1 Consideremos la variable aleatoria del ejemplo introductorio X: namero de
caras obtenido al lanzar una moneda tres veces, y su distribucion de probabilidades,
Comprueba que la distribucion de probabilidades la podemos expresar a partir de la si-

guiente funcion:

x | P(X=x) 0 3\ 1
0 l —3 X — O ,1, 2 y 3
2 f(x)=<{x)2 , funcién de probabilidad o
Ll 0 otro caso
3 N
2 >
) i cuantia, de tal forma que P(X = x) = f(x)
8 N

Donde (9?;) - x!(S;x)!

3\ 1 3! 1 321
2) 1

Por ejemplo: P(X =2) = f(2) = ( 8§ 213-2)! 8 211




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.2 MODELO DISCRETO. Sea X una variable aleatoria discreta (v.a.) con la si-

guiente funcion de probabilidad o cuantia asignada:

CX paraXx = 01 2 3 4 X puede representar el tiempo de estaciona-
fx)= 0 otro caso miento en un garaje publico (horas enteras).

a. Calcula ¢ para que f(x) sea una funcion de probabilidad.
b. Calcula las probabilidades:
Pl< X <£3), P(X <£3), P(X <3), P(X>3)

Solucion:a) c=0,1 b)0,5;0,6; 0,3; 0,4.




TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

L
Soluciodn:
Distribucion discreta
funcion de probabilidad o cuantia
1 0,5 -
f(x)—l—ox x=1,2,3,4 e 04
0,3
— 0,3
- 0,2
=02
0,1 o I |
. a0 I
A «_n o 1 2 3 4
x | P(X=x) | a) CALCULO DE “c valores x
1 1/10
2 2/10 Z;‘Czof(x)=Z§=ch=c+2c+36+4c=10c=1—>c=1io
3 3/10 L.
4 4/10 b)P(1<XS3):f(2)+f(3):E-FE:E:O,S
total 1 P(X>3)=1—P(X§3)=1—%=%:O,4
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.3 MODELO CONTINUO. Sea X una v.a. con la siguiente funcién de densidad de
probabilidad (f.d.p.):

t(x)=

cX 0O < X < 4 Xpuede representar el tiempo de estacionamiento en un

0 otrocaso Jaraje publico (horas continuas).

a. Calcula c para que f{x) sea una f.d.p.
b. Calcula las probabilidades:
P(1< X £2), P(X >2) P(25< X <35)

Solucion:a)c=1/8 b) 3/16 0,75 3/8.
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

| | e
Solucion: funcion de densidad f(x)
0,60 - distribucion continua
0,50
0,40
E 0,30
0,20
0,10
a) CALCULO DE “c” 0,00 ;:I 1 y 3 4
valores 0<x<<4
4 4
x? 16c¢ 1
f(x)dx: dexzc— :—:1_)CZ_
2 2 8
0 0
1
_)f(x)=gx 0<x<4
b PA<X<2)=[lrdr =12 P_4_1_3
ST “82l; 16 16 16
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.4 FUNCION DE DISTRIBUCION modelo discreto. Sea X la variable aleatoria dis-
creta (v.a.) del ejemplo 4.2 con la siguiente funcion de probabilidad o cuantia asigna-

da:

r

g %X para x=012 34 X puede representar el tiempo de estacionamien-
=<

0 otro caso

to en un garaje publico (horas enteras).

Obténgase la funcion de distribucion F(x).

Solucién: x | f))=P(X=x) | F(x)=P(X<x)
1 0,1 0,1
2 0,2 0,1+0,2=0,3
3 0,3 0,1+0,2+0,3=0,6
4 0,4 0,1+0,2+0,3+0,4=1
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Graficamente: en un modelo discreto la funcion de distribucion F(x) es una funcion escalo-
nada continua solo por la derecha.

Funcion de distribucion discreta

1O e o =<l
0,8 - AR Rt R R R ! 01 1=x<?2
0,8 4-------- - . Y !
4 1 ' ' ' 1 = 4 =
o7 | _— B — B — E F(x)=403 2=x<3
06 - deeeeeee pooeeee e AL b ! 0.6 A2 xad
0,5 1 [ Pt [ o A E 1 xz4
s T P R o e 1 -
gg 1 Ao —e AR (AR i funcion de distribucion
0,1 - i e
d,0 T r T T T 1

] 1 z 3 ) 5 &

X
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.5 FUNCION DE DISTRIBUCION modelo continuo. Sea X la v.a. del ejemplo 4.3
con la siguiente funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.):

(

1 Y O<x<d X puede representar el tiempo de estacionamiento en un ga-
f(x)=<8

raje publico (horas continuas).
|0 otro caso

a. Determinese la Funcién de distribucién F(x).
b. A partir de la funcion de distribucion calcula las probabilidades:

P(1< X <2), P(X >2) P(25< X <35)
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

[0
Solucion: f(x) = %x 0<x<4 0 x=0
a) Fix) = % 0<x<d
1 x=4
x<0->F(x)=0
x X funcion de distribucion
1 1¢2 x?
0<x<4- F(X) — gt dt = g? = E Funcién de distribucion F{x)
0 0 distribucién continua
1,00
42 0,90 -
x=24->F(x)=F(4)=—=1 0,80 -
16 0,70 -
b) P(1 < X < 2) = (por continuidad) = ¥ oo |
0,40 ~
=P1<X<2)=PX<2)-PX<1-= 030 1
22 12 3 %107 ; : : : : :
=F(2)_F(1):16_16:16 DJDDD ; 2 3 4 5 6
X
En los modelos continuos la funcién de distribucion F(x) es continua por derecha e izquier-
da.
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

CALCULO DE PROBABILIDADES CON UNA FUNCION DE DISTRIBUCION F(X)

X con distribucion

X con distribucion discreta .
continua

P(X =a) F(a)-F(a ) F(a)-F(a)=0
P(X <b) F(b) F(b)

P(X <b) F(b") F(b)

P(X > a) 1-P(X <a)=1-F(a") 1-F(a)
PX >a) 1-P(X <a)=1-F(a) 1-F(a)

Pla<X <b) P(X <b)—P(X <a)=F(b)—F(a) F(b)—F(a)

Pla<X <b) p(X <b)-P(X <a)=F(b)-F(a ) F(b)-F(a)

P(a<X <b) p(X <b)-P(X <a)=F(b")-F(a) F(b)-F(a)

P(a< X <b) p(X <b)-P(X <a)=F(b" )-F(a~) F(b)-F(a)

F(a )= lim F(x) izquierda derecha F(a")=IlimF(x)=F(a)
X—a x—a
X<a xX>a

cuando F(x) es continua, F(a™ )=F(a™ )= F(a)
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.6 Calcula la esperanza y la varianza de las v.a. de los ejemplos 4.2 y 4.3.

X representa el tiempo de estacionamiento en un garaje publico

4.2 en horas enteras 4.3 en horas continuas
(—x parax=01234 rlx O<x<4
f(x)=110 f(x)=<8
0 otro caso 0 otrocaso

E(X)=3 Var(X) =1 E(X)=26 Var(X) = 08711 omando

Solucion: para 4.2. ; para 4.3

una E(X)=2,67)
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Solucion:

X |f(x)=P(X=x)xf(x)
1 0,1 0,1
2 0,2 0,4
3 0,3 0,9
4 0,4 1,6
total 1 3,0

Para la distribucion discreta de 4.2 f(x) = %x x=1,2,3,4

4

E(X)=zx-f(x)=2x-1—10x=

Vx x=0
=1-01+2-02+3-03+4-04=3,0
4

E(X2)=Zx2-f(x) =zx2-1—10x=

Vx x=0

=1%2-0,14+2%-02+3%-03+4%-04=10

Var(X) =EX?) - [E(X)]*=10-32=1
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Para la distribucion continua 4.3 f(x) = %x 0<x<4

E(X)—foo (x)d —f L d —1x34—43—26667
= xf(x)dx = x8x x—830—24—,

— 00 0

00 4 4
1 1x* 44
E(X?) = fxzf(x)dxzsz-—xdx:—— =

8 8 4 0_3_2:8

— 00 0

Var(X) = E(X?) — E2(X) = 8 — (2,6)" = 0,8889
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

SIGUE EJEMPLO 4.6
Si se toman dos muestras de 5 coches, que han aparcado en este garaje, coherentes con

los modelos de probabilidad propuestos:

» Para el modelo 4.2: 2 3 3 4 4

> Para el modelo 4.3: 1,2 2,4 3,4 3,6 3,8
Calculese el tiempo medio de aparcamiento de esos cinco coches, en cada caso. Comparese
el resultado con el valor obtenido para la esperanza.
Solucion: para 4.2, media = 3,2 y para 4.3, media = 2,88

Las medias muestrales son variables porque tienen un valor para cada muestra de n = 5 co-

ches; en esta muestra concreta ha salido un valor de x(A) = 3,2y x(B) = 2,88.

La Esperanza es un valor unico y representa la media del modelo de probabilidad:

E(X) = 3 en el modelo discreto 4.2y E(X) = 2,6 en el modelo continuo 4.3
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TEMA 4 EJEMPLOS. Distribuciones discretas y continuas.

Ejemplo 4.7 TRANSFORMACION LINEAL. Calcula la esperanza y la varianza de la variable
aleatoria Y transformacion lineal de X: Y= 2X + 3, para los casos en los que X es la varia-
ble del ejemplo 4.3. (E(X) =3, Var (X) = 1)

Solucion: E(Y) =9, Var (Y) =4

EY)=EQ2X+3)=2EX)+3=2-3+3=9
Var(Y) =Var(2X +3) =2Var(X) =4-1=4
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