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DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA
DISTRIBUCION UNIFORME CONTINUA

DISTRIBUCION DE POISSON

Esta distribucién es una de las méas importantes distribuciones de variable discreta.
Sus principales aplicaciones hacen referencia a la modelizacion de situaciones en las
que nos interesa determinar el nimero de hechos de cierto tipo que se pueden producir
en un intervalo de tiempo o de espacio, bajo presupuestos de aleatoriedad y ciertas
circunstancias restrictivas. Otro de sus usos frecuentes es la consideracion limite de
procesos dicotomicos reiterados un gran namero de veces si la probabilidad de obtener
un éxito es muy pequefia.

Proceso experimental del que se puede hacer derivar

Esta distribucion se puede hacer derivar de un proceso experimental de observacion
en el que tengamos las siguientes caracteristicas

e Se observa la realizacion de hechos de cierto tipo durante un cierto periodo de
tiempo o a lo largo de un espacio de observacién

¢ Los hechos a observar tienen naturaleza aleatoria; pueden producirse o no de
una manera no deterministica.

e La probabilidad de que se produzcan un nimero x de éxitos en un intervalo de
amplitud t no depende del origen del intervalo (Aunque, si de su amplitud)

e La probabilidad de que ocurra un hecho en un intervalo infinitésimo es
practicamente proporcional a la amplitud del intervalo.

¢ La probabilidad de que se produzcan 2 o0 mas hechos en un intervalo infinitésimo
es un infinitésimo de orden superior a dos.

En consecuencia, en un intervalo infinitésimo podran producirse O 6 1 hecho pero
nunca mas de uno

e Si en estas circunstancias aleatorizamos de forma que la variable aleatoria X
signifique o designe el "'ndmero de hechos que se producen en un intervalo de tiempo
o0 de espacio™, la variable X se distribuye con una distribucion de parametro A. Asi:

r=pid)
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El parametro de la distribucién es, en principio, el factor de proporcionalidad para la
probabilidad de un hecho en un intervalo infinitésimo. Se le suele designar como
parametro de intensidad, aunque mas tarde veremos que se corresponde con el nimero
medio de hechos que cabe esperar que se produzcan en un intervalo unitario (media de
la distribucion); y que también coincide con la varianza de la distribucion.

Por otro lado es evidente que se trata de un modelo discreto y que el campo de
variacion de la variable sera el conjunto de los nimeros naturales, incluidos el cero:

xe[0,1,2,3.4, ]

Funcion de cuantia

A partir de las hipdtesis del proceso, se obtiene una ecuacion diferencial de
definicion del mismo que puede integrarse con facilidad para obtener la funcion de
cuantia de la variable "namero de hechos que ocurren en un intervalo unitario de tiempo
0 espacio "

Que seria:
-1, ax
e A
P)=2—
Poisson de media 11 A
i |l |
0z o | o 1 Cuya representacion grafica para
. . 1 un modelo de media 11 seria la
0.09 | = 1 adjunta.
i o | Obsérvense los valores proximos
0.08 . - en la media y su forma parecida a
[ | ] la campana de Gauss, en
003 = definitiva, a la distribucion normal
|C it ]
iR “foooagamaag

La funcion de distribucion vendra dada por :
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Funcion Generatriz de Momentos

Su expresion sera:

) -i_7x o iy ooax
o= B[] = e A n S
= x! =1
Y N
5 ,«'{Ef | A8 A"
_€11r+3[+3r++_
dado que
1 ] 3
LA LI
iz 3
= f
pt)y=e A g

tendremos que

luego :

(Jp(!r) = {?J,[ef—l]

Para la obtencion de la media y la varianza aplicariamos la_F.G.M.; derivandola
sucesivamente e igualando t a cero.

Asi.
H=E[x]|=a donde o =¢' ()
f—0
_ gt AT _ 3140 —
@ (t)=id 0 Ale = 4

f—0
Una vez obtenida la media, obtendriamos la varianza en base a :
o =a -

& = 97 (1) ast

=l

Alet- 2 gt
"?}H{ﬂ:ﬁef'e R Y P R i

haciendot=0
gl (t=0)= A+ A
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por lo que
e R N B L

asi se observa que media y varianza coinciden con el parametro del modelo siendo , A

En cuanto a la moda del modelo tendremos que seré el valor de la variable que tenga
mayor probabilidad, por tanto si Mo es el valor modal se cumplira que:

P(M2) 2 P(x)

Y, en particular:
P(Ma) 2 P(Mo+1)
P(Ma) 2 P(Mo—-1)

A partir de estas dos desigualdades, es muy sencillo probar que la moda tiene que
verificar:
A=-l=Zhdo £ 4
De manera que la moda seré la parte entera del pardmetro A o dicho de otra forma, la
parte entera de la media

Podemos observar como el intervalo al que debe pertenecer la moda tiene una
amplitud de una unidad , de manera que la Unica posibilidad de que una distribucién
tenga dos modas sera que los extremos de este intervalo sean nimeros naturales, o lo
que es lo mismo que el parametro A sea entero, en cuyo caso las dos modas seran A -1y
A

Teorema de adicion.
La distribucidn de Poisson verifica el teorema de adicion para el parametro A.

"La variable suma de dos o0 mas variables independientes que tengan una distribucion de
Poisson de distintos parametros A (de distintas medias) se distribuira, también con una
distribucion de Poisson con parametro A la suma de los parametros A (con media, la
suma de las medias):

En efecto:

Sean x e y dos variables aleatorias que se distribuyen con dos distribuciones de Poisson
de distintos parametros siendo ademas x e y independientes

Asi
x=g ity y=e(h)

Debemos probar que la variable Z= x+y seguira una Poisson con parametro igual a
la suma de los de ambas:
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En base a las F.G.M para X
pn=e
ParaY
p=e

De manera que la funcion generatriz de momentos de Z sera el producto de ambas ya
que son independientes:

o=@ (Hre,)= {,_”“1[@3—1] _{?ﬂg[em] ) {?442[@:_1]

Siendo
pny="H)

la F.G.M de una Poisson
Z= WA+ A=4)

Convergencia de la distribucion binomial a la Poisson

Se puede probar que la distribucion binomial tiende a converger a la distribucion de
Poisson cuando el pardmetro n tiende a infinito y el parametro p tiende a ser cero, de
manera que el producto de n por p sea una cantidad constante. De ocurrir esto la
distribucion binomial tiende a un modelo de Poisson de pardmetro A igual a n por p

Este resultado es importante a la hora del calculo de probabilidades, o, incluso a la hora
de inferir caracteristicas de la distribucion binomial cuando el nimero de pruebas sea

muy grande N = % y |a probabilidad de éxito sea muy pequefia P — 0,

El resultado se prueba, comprobando como la funcion de cuantia de una
distribucion binomial con n — ooy p — 0 tiende a una funcion de cuantia de una
distribucion de Poisson con A =np siempre que este producto sea una cantidad
constante (un valor finito)

En efecto : la funcidn de cuantia de la binomial es

»
Plx) = [x]p"q”"‘

Y llamamos A = np tendremos que:
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_ale =D =2 (m-x+h A" L—i

Fix) " =
x| " 7
_ A AY
p(x}=ﬁ.[1_l] ...... [1_;':_1 A I-=111-=1 =
# b b x| 71 7
realizando
X
lim = "%—-e"i

X 0 ¥l

que es la funcidn de cuantia
de una distribucion de Poisson

Estimacion Bayesiana sobre muestras de poisson.

Analogamente a como planteabamos el problema de necesitar estimar la proporcion
de una caracteristica, en el caso de un modelo binomial, en alguna situacion practica ,
podemos estar interesados en determinar el pardmetro desconocido de una distribucion
de Poisson. Por ejemplo podriamos estar interesados en determinar el nimero medio de
clientes que acuden a una ventanilla de una oficina publica.

El planteamiento de la estimacion podria hacerse utilizando informacion suministrada
por una experiencia {la observacion de cuantos hechos se producen en un intervalo
experimental), conjuntamente con algun otro tipo de informacién a priori .En este caso,
estariamos, como ya comentdbamos en el caso binomial ante un planteamiento
bayesiano del problema.

La solucion requerird que dispongamos de una informacién inicial que puede
especificarse a traves de una distribucion a priori de probabilidad. De manera que la
funcién de cuantia de esta distribucion a priori (o su f. de densidad si fuera continua)
nos asigne probabilidades a cada posible valor del parametro A.

Utilizando Unicamente la informacion inicial la estimacion seria la media de la
distribucion a priori.

Pero realizando una experiencia podremos mejorar la informacion acerca de A Si
observamos la realizacion de hechos durante un intervalo experimental y se producen X

hechos, para cada posible valor de A podremos calcular su verosimilitud definida como
la probabilidad de que se de ese resultado si el valor de A es el considerado:

P(xiA=1)

Obviamente esta probabilidad condicionada sera la funcion de cuantia de una
distribucion de Poisson con. A = A; para el valor de la variable x.

VNIVERSITATE I VA LEMNC A Estadistica
OpenCourseWare Curso 2010-2011
Juan Mtnez. de Lejarza

Ignacio Mtnez. de Lejarza



Finalmente podemos calcular las probabilidades de cada valor alternativo de,
condicionada al resultado de la experiencia aplicando el teorema de Bayes:

PLA)SP I A)
> PANP(xlA)
-

P(A 1) -

Estas probabilidades finales (a posteriori) constituirdn la funcién de cuantia de la
distribucion a posteriori que nos dara cuenta de toda la informacién disponible (tanto
muestral como no muestral).

La estimacion mejorada del parametro sera, entonces, la media de la distribucién a
posteriori.

Planteamos un ejemplo:

Tres ejecutivos del Insalud opinan que el nimero medio de pacientes que llegan a
cierto servicio nocturno de guardia durante una hora es 2, segun el primero, 3, segun el
segundo, y 5 segun el tercero.

Sus opiniones pueden ponderarse teniendo en cuenta que el primero tiene el doble de
experiencia profesional que los otros dos. Para tomar una decision de asignacion de
personal en ese servicio quieren estimar el nUmero medio de pacientes, sin despreciar
sus opiniones , por lo que realiza una experiencia controlando una hora de actividad en
el servicio en la que acuden 3 pacientes .Esta informacién la van a combinar con la
inicial a través de un proceso Bayesiano: ;cémo lo harian?

La distribucion a priori sera tal que deberd asignarse el doble de probabilidad a la
alternativa propuesta por el primer experto que a las de los otros dos. Asi que sera:

Ai P(x3)
2 0,5

3 0,25
4 0,25

De manera que la estimacion inicial de seria,la media de la distribucion a priori:

A=K [/’i'.] =3 fres pacientes por hora
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Realizada la experiencia, las verosimilitudes de las tres alternativas nos vendran dadas
por la funcion de cuantia de la distribucién de Poisson, con A = A; para x=3

A A 93
L8 = Px1 2) =2

2 0,180447

3 0,224042

5 0,140374

La funcion de cuantia de la distribucion a posteriori la obtendremos aplicando el
Teorema de Bayes y resultara ser:

s A =PI
2 0,497572
3 0,308891
5 0,193536

Esta distribucion a posteriori nos daré cuenta de toda la informacion disponible acerca
del pardmetro desconocido, (nimero medio de pacientes por hora); tanto de la
informacion subjetiva de los expertos (convenientemente ponderada) como de la
informacion empirica suministrada por la observacion.

A partir de esta distribucion a posteriori podemos plantear nos dar un valor concreto
para la estimacion de considerando una funcion de pérdida cuadratica. La estimacion
adecuada seria la media de la distribucion a posteriori:

- E[Aix]=2,8895

pacientes la hora

DISTRIBUCION EXPONENCIAL

A pesar de la sencillez analitica de sus funciones de definicion, la distribucién
exponencial tiene una gran utilidad practica ya que podemos considerarla como un
modelo adecuado para la distribucion de probabilidad del tiempo de espera entre dos
hechos que sigan un proceso de Poisson. De hecho la distribucion exponencial puede
derivarse de un proceso experimental de Poisson con las mismas caracteristicas que las
que enunciabamos al estudiar la distribucion de Poisson, pero tomando como variable
aleatoria, en este caso, el tiempo que tarda en producirse un hecho

Obviamente, entonces, la variable aleatoria sera continua. Por otro lado existe una
relacién entre el parametro o de la distribucidén exponencial, que mas tarde aparecera, y
el parametro de intensidad del proceso A, esta relacion es 1/a. = A
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Al ser un modelo adecuado para estas situaciones tiene una gran utilidad en los
siguientes casos:

e Distribucion del tiempo de espera entre sucesos de un proceso de Poisson
e Distribucion del tiempo que transcurre hasta que se produce un fallo, si se cumple la

condicion que la probabilidad de producirse un fallo en un instante no depende del
tiempo transcurrido .Aplicaciones en fiabilidad y teoria de la supervivencia.

Funcion de densidad.
A pesar de lo dicho sobre que la distribucion exponencial puede derivarse de un

proceso de Poisson , vamos a definirla a partir de la especificacion de su funcion. de
densidad:

Dada una variable aleatoria X que tome valores reales no negativos {x > 0} diremos

que tiene una distribucion exponencial de pardmetro o. con a. > 0, si y solo si su funcién
de densidad tiene la expresion:

f)=ae™
Diremos entonces que

= Ml

MODELO EXPONENCIAL

005 [
Gréaficamente como ejemplo Z
planteamos el modelo con 0.04 | \

parametro o =0,05 [
003 [ \

0.02 [

00 200 400 600 800 1000 1200
%

00 |

— |
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En consecuencia, la funcion de distribucién sera:

&
-5 —
FX)=| ae®dx=|—e | =1-¢2
i-l:l I:I

En la principal aplicacion de esta distribucién, que es la Teoria de la Fiabilidad,
resulta mas interesante que la funcion de distribucion la llamada Funcion de
Supervivencia o Funcion de Fiabilidad.

La funcion de Supervivencia se define como la probabilidad de que la variable
aleatoria tome valores superiores al valor dado X:

S)=Px>X)=1-F(X)=1-(1-eF) =g

Si el significado de la variable aleatoria es el tiempo que transcurre hasta que se
produce el fallo": la funcién de distribucion sera la probabilidad de que el fallo ocurra
antes o en el instante X: y , en consecuencia la funcién de supervivencia sera la
probabilidad de que el fallo ocurra después de transcurrido el tiempo X ; por lo tanto,
sera la probabilidad de que el elemento, la pieza o el ser considerado "Sobreviva" al
tiempo X ; de ahi el nombre.

FUNCION DE DISTRIBUCION

1':' | | —— |
5040y | ]
Gréaficamente, la funcion de 0.8 [
distribucién para un modelo ; /
exponencial de parametro o 06 [
=0,05 seria: i / Fi40)

0.2 |

oo 200 4000 BOO 800 1000 1200
*

En la que se observa lo que seria la diferencia entre funcion de distribucion y la de
supervivencia
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La Funcién Generatriz de Momentos sera:

r,ﬂff}—E[ f"’]—| e -ore™® gy =

200 200
=a| ff':’:‘_‘*j""rh‘zir | (a—t)ye @ tigy =

a*
[

gue es la F(x) de una E?p(r:ﬁJ—.t]

fuego su valor serd |

tendremos asi que la F.G.M sera :

t
o) - 2 - L -|1-
& -1_ f_}f

£
&

Una vez calculada la F.G.M podemos, partiendo de ella, calcular la media y la
varianza

Asi la media sera:
-1
,u=E[x]=aa=-:.zr‘rr:z:IH;—h:l——sfl: ;.__

En cuando a la varianza su expresion sera :

& & & ya que

& =" --20-57C) -5
vfl'

La mediana del modelo exponencial sera aquel valor de la variable x =Me que
verifica que F(Me) =%

De manera que
F(Ma)=1-"%M =12

por lo que

eoM oy pp =102
&
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Tasa instantanea de fallo.

Dentro del marco de la teoria de la fiabilidad si un elemento tiene una distribucién del
tiempo para un fallo con una funcion de densidad f(x), siendo x la variable tiempo para
que se produzca un fallo, y con una funcién de supervivencia S(X) La probabilidad de
que un superviviente en el instante t falle en un instante posterior t + A t serd una
probabilidad condicionada que vendra dada por:

Pi<xle+ ) _S@-8-N)
Plx > 8) S

Pl < xlt+ieix>e)=

Al cociente entre esta probabilidad condicionada y la amplitud del intervalo
considerado, t, se le llama tasa media de fallo en el intervalo [t , t+A t] :

S0 -5+ A

z{[t, e+ M]) = 0

Y a la tasa media de fallo en un intervalo infinitésimo es decir, al limite de la tasa media

de fallo cuando A t— 0 se le llama Tasa Instantanea de Fallo (o, simplemente, tasa de
fallo) en t:

2 = fimg SO S A T .::!?S{x)[x= I-
-0 A8 Sy dx

=IO 2y s
Sit) dt
La tasa de fallo es, en general, una funcién del tiempo, que define univocamente
la distribucion.

Pues bien, puede probarse que el hecho de que la tasa de fallo sea constante es
condicion necesaria y suficiente para que la distribucion sea exponencial y que el
parametro es, ademas, el valor constante de la tasa de fallo.

en efecto:
Si
z(8) = @lcte) = x— Hapla)
&
Z{f) =a=——(In S
ot
de donde
—adt =d (Iln S{E))
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integrando esta ecuacion diferencial entre 0 y x :
—ax=hnSx)-hSMS0N=1=1n50=0

S(x)y=e**
de modo que la funcién de distribucion sera

Fixy=1-g™*
Funcion de Distribucién de una Exponencial

S x> Hpla)—=zin=a

Si X tiene una distribucion exponencial
Flx)=ae™ ¥ S(x)y=e™

de manera que

z(x)

Sz ™

= zictg)

Asi pues si un elemento tiene una distribucion de fallos exponencial su tasa de
fallos se mantiene constante a lo largo de toda la vida del elemento. La probabilidad de
fallar en un instante no depende del momento de la vida del elemento en el que nos
encontremos; lo que constituye la propiedad fundamental de la distribucion que ahora
enunciamos:

Propiedad fundamental de la distribucion exponencial
La distribucién exponencial no tiene memoria:

Poseer informacion de que el elemento que consideramos ha sobrevivido un tiempo S
(hasta el momento) no modifica la probabilidad de que sobreviva t unidades de tiempo
mas. La probabilidad de que el elemento falle en una hora (o en un dia, 0 en segundo)
no depende del tiempo que lleve funcionando. No existen envejecimiento ni mayor
probabilidad de fallos al principio del funcionamiento

P(x>s+t) S(e+y o FEH
Flx >a) S1E) -&s

=&

Flxra+tizrar=

Expresion que no depende, como se observa, del tiempo
sobrevivido s.
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DISTRIBUCION UNIFORME (DE V.DISCRETA)

Es una distribucion muy sencilla que asigna probabilidades iguales a un conjunto
finito de puntos del espacio.

Modeliza fendmenos en los que tenemos un conjunto de n sucesos posibles, cada uno
de los cuales con la misma probabilidad de ocurrir. Si aleatorizamos de forma que cada
uno de éstos sucesos se corresponda con un nimero natural del 1 al n obtendremos una
distribucion uniforme. Tendremos un Unico parametro; n

Diremos, por tanto que
X = U(n)

Puede hacerse derivar en consecuencia de un proceso experimental de seleccion
aleatoria, en el que la caracteristica que consideramos en la seleccion solo puede tomar
un conjunto de n valores discretos y donde cualquiera de estos valores puede obtenerse
con igual probabilidad.

Por su elementalidad no es una distribucién de excesivo interés préactico.

Su funcidn de cuantia definida para los valores de x ={ 1, 2, , n} vendra dada
por la constante:
P(xX)=I1/n parax={1,2, ,n}
Su funcién de distribucion vendra dada por

*1 k

Flx)=PX <x,)=> ===

F

Puede comprobarse que su media sera
1 1 1 11+ +1
p=a =E[x]=>"xPx)=>%—==>x, =—(1+2+. . +n) == n=l
o 7R = 1 no2 2
su varianza serd:
?’Ij
gl =, - = = dado que
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' S 2 ' i
[+l +y2n+1y [ AL} e o
agt=a -4 = l\?_xj —| ‘ _ 1.l 1:“_: ntl) —‘ ‘ SN dada que
M IS T R N) S T 12

2 _ 42 2 2 _ alntl)(ln+l)
DI Rk A S _
W 'E"'

por ultimo, su Funcidon Generatriz de Momentos, quedara expresada como

DISTRIBUCION UNIFORME (DE V.CONTINUA)

La distribucion o modelo uniforme puede considerarse como proveniente de un proceso
de extraccion aleatoria .El planteamiento radica en el hecho de que la probabilidad se
distribuye uniformemente a lo largo de un intervalo. Asi: dada una variable aleatoria
continua, X, definida en el intervalo [a,b] de la recta real, diremos que x tiene una
distribucion uniforme en el intervalo [a,b] cuando su funcion de densidad para

x—)-U[cz,E:']

Sea.
1

bh-a para x < [a,b].

Jix=

Su representacion grafica seré:

f[x)
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De manera que la funcion de distribucion resultara:

Ot X <a

1 .:i’x=x_ﬂ
bh—a bh—a
1l X 25

Su representacion grafica sera :

FiXy=Plx<X)= f s alX <k

Flx)

Este modelo tiene la caracteristica siguiente: Si calculamos la probabilidad del suceso
[X <2< X+ AX]

Tendremos:

Plr<xsx+Ax]- [(MF A AX

X bh-a b-a

Este resultado nos lleva a la conclusion de que la probabilidad de cualquier
suceso depende Unicamente de la amplitud del intervalo (A X), y no de su posicion en la
recta real [a, b]. Lo que viene ha demostrar el reparto uniforme de la probabilidad a lo
largo de todo el campo de actuacién de la variable, lo que, por otra parte, caracteriza al
modelo.

En cuanto a las ratios de la distribucion tendremos que la media tiene la expresion:

1_ 2
Pox 118°-a” ) 1(b-alib+al a+b
=Hx|= dx =— =— =
# [ ] Lb—a 2 b-a 2 b-a 2
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La varianza tendré la siguiente expresion:
o =, -af = B[]~ 4
de donde

&, =E[x2] =‘|‘:bx_2a.:£x=

(5 —a)

1
3 bh-a

por lo que

3 ]
18- (a+b ) (Db—a)
7 h-g ~ 12

0_2

La funcidn generatriz de momentos vendra dada por:

Efb _ Ef.:z

th-al

ot = E[*] =‘|‘l:e”bjacfx=

Logicamente partiendo de esta funcion podriamos recalcular media y varianza gracias al
teorema de los momentos
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