T.3 ESTIMACION PUNTUAL
1. INTRODUCCION: ESTIMACION Y ESTIMADOR
2. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

3. METODOS DE ESTIMACION. EJEMPLO 1, EJEMPLO 2

1. Introduccién: Estimacion y Estimador

En este tema se analizan las formas adecuadas para el establecimiento del conocimiento
numérico o abstracto de un parametro de una poblacién, y que evidentemente nos es
desconocido, partiendo, claro esta, de la informacion suministrada por la muestra.

LA ESTIMACION, como proceso, consiste en que dada una poblacion que siga una
distribucion de cierto tipo con funcion de probabilidad (de cuantia o de densidad)
f(X,8) dependiente de un pardmetro o varios desconocido(s) " & ", aventurar en base

a los datos muestrales el valor que toma o puede tomar el parametro o parametros.

UN ESTIMADOR é(x) es una funcion de una muestra genérica X=[X 1,X2 , ,....X n |, €S

decir , un estadistico que utilizaremos para estimar el valor del parametro . Por tanto es
una variable aleatoria y serd necesario para la estimacion conocer la distribucién
muestral del estimador.

UNA ESTIMACION #serd el valor concreto que tomara el estimador al aplicarlo a la
muestra concreta obtenida y sera, por tanto, la solucion concreta de nuestro problema.

(Cuando no haya lugar para la confusién designaremos al estimador, a veces, como &
en vez de 9(x) )

LA TEORIA DE LA ESTIMACION se ocupard, dentro del marco de la perspectiva clasica,
de estudiar las caracteristicas deseables de los estimadores permitiéndonos escoger
aquel estimador que reina mas propiedades ventajosas para que realicemos buenas
estimaciones .

2. Propiedades de los Estimadores

INSESGADEZ: un estimador es insesgado o centrado cuando verifica que

E(é ) =6. (Obsérvese que deberiamos usar é(x) y no 0, pues hablamos de
estimadores y no de estimaciones pero como no cabe la confusion, para simplificar,
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aqui, y en lo sucesivo usaremos @&). En caso contrario se dice que el estimador es
sesgado.

Se llama sesgo a B(é) = E(é) —6 [se designa con B de BIAS, sesgo en inglés]

Como ejemplo podemos decir que: la media muestral es un estimador insesgado de la
media de la poblacion (y lo es sea cual fuere la distribucion de la poblacion) ya que:

si el parametro a estimares = 'y establecemos como estimador de x:
fi=0(x)=x tendremos que

B Ax)| = B[7]= &
luego la media muestral es un estimador insegado de la media poblacional.

En cambio la varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza de la poblacién,

2 2
ya que: si utilizamos como estimador de £/ la varianza muestral &
es decir:

tendremos que

o d0]- )= Fa-vin- Fa-0 = F

que es el parametro a estimar .EXxiste pues un sesgo que sera:

2

B(6?) = B(S?) = E(S?) - o2 :_GT

Dado que la varianza muestral no es un estimador de la varianza poblacional con
propiedades de insesgadez, conviene establecer uno que si las tenga; este estimador no
es otro que la cuasivarianza muestral, de ahi su importancia; asi

la cuasivarianza es en funcion de la varianza

y tomada como estimador tendriamos que

e

n-1 =)2
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dado que la esperanza del estimador coincide con el parametro a estimar podemos decir
que la cuasivarianza muestral es un estimador insesgado de la varianza de la poblacion.

No obstante, y dado que, cuando el tamafio de la muestra tiende a infinito el sesgo

tiende a cero, se dice que el estimador es asintéticamente insesgado o asintéticamente
centrado: podemos establecer que:

Ez’mB(sz) - limo?fn-o

=

Por tanto la varianza muestral es un estimador sesgado pero asintéticamente insesgado
de la varianza de la poblacion.

CONSISTENCIA. Un estimador es consistente si converge en probabilidad al parametro a
estimar. Esto es: si

meP(

é—ﬂ‘{g)ﬂ

N—r

LINEALIDAD. Un estimador es lineal si se obtiene por combinacion lineal de los
elementos de la muestra; asi tendriamos que un estimador lineal seria:

#= ﬁx} = Zk;‘.x;'

EFICIENCIA. Un estimador es eficiente u éptimo cuando posee varianza minima o bien
en términos relativos cuando presenta menor varianza que otro. Quedando claro que el
hecho puede plantearse también en términos mas coherentes de Error Cuadratico Medio

(ECM). Tendriamos que: ECM (8) = E [(67—9)2] = D?(6) +(B(é))2 por lo expresado

podemos aventurar que un estimador insegado , luego B(é) =0

es el unico capaz de generar eficiencia. (ir a cota de Cramer-Rao)

SUFICIENCIA. Un estimador es suficiente cuando f (x, X,,..., X, |6) no depende del

parametro a estimar, 4.
En términos mas simples: cuando se aprovecha toda la informacién muestral. (Ir a
teorema de caracterizacion Neyman-Fisher)
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3. Métodos de Estimacién

METODO POR ANALOGIA. Consiste en aplicar la misma expresion formal del pardmetro
poblacional a la muestra, generalmente, estos estimadores son de comoda operatividad,
pero en ocasiones presentan sesgos y no resultan eficientes. Son recomendables, para
muestras de tamafio grande al cumplir por ello propiedades asintéticas de consistencia.

METODO DE LOS MOMENTOS. Consiste en tomar como estimadores de los momentos
de la poblacién a los momentos de la muestra. Podriamos decir que es un caso particular
del método de analogia. En términos operativos consiste en resolver el sistema de
equivalencias entre unos adecuados momentos empiricos (muestrales) y tedricos
(poblacionales).

Ejemplo:

conocemos que la media poblacional de una determinada variable x depende de un
parametro K que es el que realmente queremos conocer (estimar). Asi

a=2KE+7
por el método de los momentos tendriamos que

F=X¢ >4 de donde
k=(x-Ti2

ESTIMADORES MAXIMO-VEROSIMILES. La verosimilitud consiste en otorgar a un
estimador/estimacion una determinada "credibilidad" una mayor apariencia de ser el
cierto valor (estimacidn) o el cierto camino para conseguirlo (estimador).

En términos probabilisticos podriamos hablar de que la verosimilitud es la probabilidad
de que ocurra o se dé una determinada muestra si es cierta la estimacion que hemos
efectuado o el estimador que hemos planteado.

Evidentemente, la maxima verosimilitud, sera aquel estimador o estimacién que nos
arroja mayor credibilidad .En situacion formal tendriamos:

Un estimador maximo-verosimil es el que se obtiene maximizando la funcion de
verosimilitud (likelihood) de la muestra

L(_xl,_xj,......_xnfﬁa

Que es la funcion de probabilidad (densidad o cuantia) que asigna la probabilidad de
que se obtenga una muestra dependiendo del (o de los) parametro(s) "@ " pero
considerada como funcion de @. Si la distribucién de la poblacion es tal que su
densidad depende de uno 0 mas parametros , la probabilidad (densidad) de
cada realizacion muestral x; (con i=1,2,..,n) sera:
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Flx !4
y, a partir de aqui podremos obtener la funcion de verosimilitud de la muestra
L(_xl,_xj,......_xxf&a
Si el muestreo es simple:
HxpXo o Xyl A= T X Ao S G oorF (X, D
por ser independientes cada una de las realizaciones muestrales.

El estimador que maximice L%y Xy K1

sera el estimador maximo-verosimil (E.M.V.) Y sera aquel valor/expresion para el que
se verifique la derivada se iguale a cero:

i‘[.lflnXﬂnnxx’f‘jj —0
S5 -

Si lo planteado fuera EMV de varios pardmetros #= (g & &)

las expresiones serian.:

oL(X19) _
00,

oL(X19) _,
00,

oL(X19) _,
00,

Debido a que la funcion de verosimilitud es a fin de cuentas una funcion de
probabilidad, sera una funcion definida no negativa y por lo tanto alcanzara su maximo
en los mismos puntos que su logaritmo. Por esta razdn suele maximizarse

1115(.1?1,.1?2,------.1,‘,44'(%'
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en lugar de la propia funcion de verosimilitud . Suele hacerse esto en todos aquellos
casos en los que la funcion de verosimilitud depende de funciones exponenciales.

ejemplo 1
Obtener el E.M.V. del parametro A de una distribucion de Poisson

Para una muestra de tamafio n tendremos que la funcién de de verosimilitud
sera:

-1 -a -1

e A e A e A

Lx.x, X, 6= A= e
.X1- I.z .x.?e

maximizar L serd equivalente a maximizar el numerador de L ; si llamamos L' a
dicho numerador y tomamos logaritmos tendremos que es

L=e™a%

tomando logaritmos
In L =-nl+ inln.-l

maximizando dicho logaritmo :

dln;% = —;2+inle =0 = A= in =X

luego el estimador maximo verosimil de
ejemplo 2

En una poblacion normal estimar por el método de maxima verosimilitud los
parametros .

la funcion de verosimilitud sera:

-1, X‘l_,.ﬁ'-' ) -1, XE_,.K#-' )
82 ¥ 82 LF

2
L(xl,xj.....xxfﬁ= .Kf;£= {?)= Fenf? el

-1 K~ & ! Iy, T !
e R

Ry
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maximizar L es equivalente a maximizar In L .

InfL=- IJZ(xi—ﬂ)g—nln(tw'E—r)

T

Maximizando:

anl 1 222 %, - 41 =0

o 2 ¢F
Anf 1 ( )ﬂ 1 a2

= — — —2 - —_——
o ae\Nimp) sy 27 _

despejando: de la primera :
na= Z Xi—a=X

de la segunda :

2 2 2 2
E(xl:—,u) g ~0—=ag =¥

el estimador(MV) de la media poblacional sera la media de la poblacién mientras que el
de la varianza poblacional correspondera a su homoénima muestral . Ambos estimadores
retnen casi-todas las propiedades salvo en el caso de la varianza muestral que es
asintéticamente insesgada.
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