APENDICE : COORDENADAS CURVILINEAS

Chantal Ferrer Roca 2008

Las coordenadas esféricas se utilizaban en el siglo IV-11l a.C., tanto para la determinacion
de posiciones estelares (por ejemplo, catalogacion estelar de Hiparco) como de longitud y
latitud sobre la superficie terrestre (por ejemplo, Geografia Fisica de Eratostenes)
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INTRODUCCION A LAS COORDENADAS CURVILINEAS: POLARES

Chantal Ferrer Roca 2008

coordenadas cartesianas coordenadas polares

Y q A
Uy
_____ — 0
X
I P(xy)
1 |
|
> - };:
A=Al +Ad :
X Y. .
T T vectores unitarios
base Lalaslineasde pcte. L alas lineas de ¢ cte.
1 alas lineas de x cte. 1L alas lineas de y cte. sentido: incremento de p  sentido: incremento de ¢
sentido: incremento de X sentido: incremento de y y . u p
u
Yo,
X cte — R
y = y T Uy \, ~0
uX TT ;! ke ‘,\«/,\ \‘\
> y cte — X
ﬁ \\\ \ p‘Gte/I ,’
> X N =T A
En todos los puntos los vectores unitarios ; o
: : . - En cada punto los vectores unitarios tienen
tienen la misma direccion . o
direccion diferente
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INTRODUCCION A LAS COORDENADAS CURVILINEAS: POLARES

Chantal Ferrer Roca 2008
coordenadas cartesianas

En todos los puntos los vectores unitarios
tienen la misma direccion

coordenadas polares

En cada punto los vectores unitarios tienen
direccion diferente

Ejemplos 2 ]
A A = (0,~2) Enelpunto (1,
A en cartesianas en cartesianas R
y y 4 y
A A
_ .
u o . < v P @) X=
(1’0) P‘p > X u, g

A =(0,2) = 2U, En polares
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A=(0,—/2)= —x/§U¢ En polares

> X

A = (0,2) = 2 j En cartesianas



INTRODUCCION A LAS COORDENADAS CURVILINEAS: POLARES

Chantal Ferrer Roca 2008 Coordenadas polares
coordenadas cartesianas

B U, =—sin¢U, +cos¢l, A
A e U¢ : . . .
v ............ £§+¢ up = Cosd)ux +SIn (I)uy
Uy o \.2: /
_____ - = P
y : ) o |
| *’f¢ I
— X - : X
Acar = Axux T Ayuy Apol - Aplj{p t Ad)ud)

N
- — . = . _ )
\ \ cos¢ U, +sindl, ~singl, +cosod,

AL =(A cosd—A,sind) T, +(A sing+A, cosd),

[AXJ:(COS¢ —sin¢j[Apj T_ cos¢ sing) (U,
Ay) \sing  cosg JLA | -sing coso) (U,
T-lZTT
'B\car :T_l'z‘pol Apol =T Acar
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INTRODUCCION A LAS COORDENADAS CURVILINEAS: POLARES
Chantal Ferrer Roca 2008

Ejemplo 3: (Problema 1.1 b) boletin)

El vector (1,-1) esta aplicado en el punto (1,1), ambos en cartesianas. Escribid el
vector en coordenadas polares

Geometricamente: es facil ver que en el punto P (1,1) el vector (1,-1) tiene direccion u, (y
sentido opuesto), sin realizar una transformacion de las coordenadas.

P(x=1y=1) — p=yX°+y’ =42

b= tg‘lx =tg 1= 45°
X

i A, _(cos45°  sind5° A :Q
LA, ) (—sin450 cosd5° \ A, ) 2
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INTRODUCCION A LAS COORDENADAS CURVILINEAS: POLARES
Chantal Ferrer Roca 2008

<l

vector de posicion del punto P(x.y.7) T dr
Fear = (X,Y) = XUy + yly, = p c0s ¢ Uy + p sing U, pd(])/ "
FpoI:(,O,O):,Ol_jp - - - — — IdP
. L, . r |
elemento de trayectoria (geométricamente) ¥ rF| .
- _ - N - - |
dr,, = dx, +dy G, dryo) p +¢ ¢ _ .
variacion de variacion
la distancia del elemento
radial de arco

Obtencion analitica de los vectores unitarios

y1---..  variacion de p variacion de ¢
X . X
ar - o dr - _ .
— =cos¢ iy, +singi, =0 —— = p(=singl, +cosguy )= ply
dp y P d¢

o dF 1 dF s _tdr 1 dr

=45 Tor ¥ P ap ([ adds
do de P
P ¢
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COORDENADAS CURVILINEAS- GENERALIZACION
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Curvilineas q,, q,, 0, Ejemplo: coordenadas polares

X = COS¢ =
x=f1(01,d2.03) =P

sistema de y=psing q, =d
_ 2
coordenadas y=12(01,92,93) 3 )
z=13(01.,92,03) g _dr_ 1 adr
P dp \d?/dp\ P
vectores li; = Lor. i o). oo _ldi_ 17 dF
unitarios hi 00 og; * " pdo (dt/dd| to
: ¥ ¢
matriz de 1 ) _
transformacion T =| U, T_[Yp|_[ COS® sing
cart-curv U, u, —sindg cos¢
clemento de g = h,dq,0, + h,dg, 0 + hsday0: d =(dpli, pd
inea

« Si la coordenada g; es una distancia, h; =1

« Si la coordenada g; es un angulo, h; es la
cantidad que lo transforma en una distancia de
arco h; dg; .
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COORDENADAS CILINDRICAS
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A
Z Z
(X = pCos¢ | ~——:
Jy=psing; \;h__,/

— ~
P=yX"+Yy vectores

p=1g7tL
X

=1

r=pl, +20,

dr=dpu, + pdgu, +dzu,;
ds = /(dp)? +( pdg )+ (dz)’

Problema 1.1, 1.3 boletin ~ Cuestiones 1.4, 1.9
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Yy unitarios  Teil =

cosg sing O U,
—sing cos¢g 0 |=| U,
0 0o 1 U,




COORDENADAS ESFERICAS

z Chantal Ferrer Roca 2008 hy =1

acia "arriba" ljr hg=r
X=rsindcos@| r=,|x?+y?+7° hy=rsing

—

o
&/.'.. u . .
2 9 y =rsin@sing 7
acia el "este" G = 1Z-4=t =0 g<|0 02
—T P 030 cos” —ig=1g"— Oelor] gelo.2n]
e ‘ﬁ y sindcosg sindsing cosé Uy
{ Ineen  VECtOres _ : Qi I
b .._.h ia el "sur Unitarios Tesf = cos@_cos¢ cosédsing —sin@ |= lig
U, —Sing COS ¢ 0 u¢
: /ﬁ\\
r=ru i
sup. & =cte
sup. r =cte

dr =dr Gr+rd¢969+rsin6’ d¢ U¢;

ds = /(dr)2 +(rd@)? +(rsinddg)?;

Problema 1.2, 1.3 boletin
Cuestiones 5, 6

VNIVERSITAT§ D VALENCIA
OpenCourseWare



Elementos de linea, superficie y volumen

CARTESIANAS
df =dxi +dy j+dzk C=[E-dF
dr dz ’
dx dS= dS,i+ dS, j+ dS,k ©=[E-dS
dy = dydzi+ dxdz] + dxdyKk °
o s
dy
dV =dx-dy-dz

Chantal Ferrer Roca 2008
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Elementos de linea, superficie y volumen

CILINDRICAS B
dr =dpl,+pdg¢l, +dzU,

do d .
P de,Cp dS:dSU+dSU+dSU'

=pdpdzl, +dpdz u¢—|—pd(|)dp u,;

p dd dp pdy dp
7
m M ‘-i!!!:nl

Ejemplo: calcular el flujo a través de una dV = pdpdegdz
superficie circular de radio a del campo
vectorial dv

A=(x*+y?)i,

Chantal Ferrer Roca 2008
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Elementos de linea, superficie y volumen

ESFERI‘FASE dF =dr G, +r déu, +rsin@ dg d;

§ rsind do

=r%sin0d0 d¢ T, +rsinOdr d¢ Uy +r dr do U

rdo
dr
rsin 0 do
dV =r?drsing do dg
\ J
Y , o
dQ2  Elemento de angulo solido
Ejemplo : calcular la carga de una ) - (. 27
esfera de radio a centrada en el origen, Angulo sélido de una esfera: () = _[sm 6 do I dg=4r
cuya densidad volumica es 0 0
p(F) = X2 4 y2 4 72 Superficie de una esfera; S = IdSr = azj' dQ = 4za?

Problema del Boletin: 6.6
Chantal Ferrer Roca 2008
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Operadores expresados en coordenadas curvilineas

Operadores en cilindricas

GRADIENTE Ty =Yg +1 Mg, + Vg

DIVERGENCIA V-A=~"(pA
oA oA oA,

ROTACIONAL VxA=| 1%z _Po |y [Py OA U, + 1 (p P d,
pop oz )P oz op r 3

LAPLACIANO Ay =

Problema del Boletin: 6.7
Chantal Ferrer Roca 2008
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Operadores expresados en coordenadas curvilineas

Operadores en esféricas

GRADIENTE ~ Vy=Ng +1Mg 1 vy

or ro0 ° rsin® op °

-> 2 1 6 . aA(I)
DIVERGENCIA V- -A=——(A)+———(A,sIN0) +—
reor rsin6 o0 rsin® o¢

ROTACIONAL VxA= 1 a(A¢sin6)—aA9 U, +
rsino\ 0o oo

1 OA .0 1( 0 OA
L _sin0—(rA,) |u,+—| —(rA,)——L |U
( ar( 4’)) ’ r(ar( o) @ej ¢

rsind\ o¢
2
LAPLACIANO Ay = 19 (r? 6\V)_|_ 1 0 (sinea\" 1 Jvy

_|_
ror°  or’ r’sinB oo 89) r’sin®0 o¢°

Problema del Boletin: 6.7

Ejercicios del Cuestionario: 68
Chantal Ferrer Roca 2008
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Operadores y elementos de linea, superficie y volumen

Coordenadas generalizadas
dr = hydg,U; + h,dqg,u, + h3dgslis elemento de linea

elementos  ds=|df|= ((hldql)‘2 +(hydap, )* + (hgdag )? )‘/2 elemento de arco

dé = h2h3dq2dq3ﬁl + h1h3dqldq362 + hlhqulqu U3 e.de Sup erficie
dV = hhy,hsdg,dg,dgs elemento de volumen

GRADIENTE ~ Vy- ¥ U v Us oy
hhay hy &y hy A

DIVERGENCIA V.A=_* [5(h2h3A1)+ dtuhahy) | 5("1*‘2%)}
hhohs | an Ay A3

hu;  hpli;  hgli
Operadores 1 5 5 5

ROTACIONAL Vx A=
mhohg |y A&, A

A hAy hghAg

LAPLACIANO
P {a [hzhs é’t//jJr 0 (hgh1 a:,yj+ 0 (hlhz awﬂ
hhohg| ap\ by &) @ hy &) Al h A
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