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1.1 Definiciones

e Punto: P(z,y,2) = P(«a, 3,7)

z = (o, B,7)
e Correspondencia biunivoca: y =y, B,7)
z=z(a,8,7)

e Lineas coordenadas ln, (s, [, : curvas con a, 3, variables respectivamente

e Superficies coordenadas sg., Sya,Sag @ superficies con a, 3,7 constantes
respectivamente

e Referencia local: Vectores unitarios tangentes a lineas coodenadas: 7 =
— — —
zt +yj +zk =

— — —
= 107 10@i+yj +zk)
T hy Ba he oo ’

() ()

e Referencia dual: Vectores unitarios ortogonales a planos coodenados

ha

I
«
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@‘Q}
ol
N———
(V)
+

Analogamente W g y U~

—

ﬂ} ‘uaxﬂ)g

—
u

_ 1
of = | o
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e Coordenadas ortogonales = Referencia dual = Referencia local

1.2 Elementos diferenciales

Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia

VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

Diferencial de la posicién
d7 = (hada)Wq + (hgdB) W g + (hydy) W

e Elementos de linea

— N —
A1 o = (hada) T, ‘d ol = hada
— —
Analogamente para d ! g,d [
e Elementos de superficie
d5ap = dlaxdlg=(hahsdadB) U x s

|d?a5| = hahlgdadﬁy/ 1— (7(1 . 7[3)2

= hqhgdadp , (para c. ortogonales)
Analogamente para d'5 g, d 5 4a

Elemento de volumen

— — —
dv = dlg-(dlaxdla)
= Wo (Upsx Ws)hahshydadBdy

hahghdadfdy , (para c. ortogonales)

1.3 Operadores diferenciales

——
e Gradiente de un campo escalar, grad ®: Sea ®(a, 3,7)
d® = grad ® - d7

e Expresion en coordenadas ortogonales

1 00_, 1 00_, 1 00_,

d o
ara _Eaiaua—i—hiﬁ%uﬁﬁ_aauv

e
e Propiedad: grad ® es perpendicular a la superficie ® = const.

e Divergencia de un campo vectorial, div A: Sea A = Ay u o + Agug +
AT,

N
La divergencia en un punto es el flujo de A por unidad de volumen a
traves de las caras del volumen elemental en ese punto

— 1 —
v A = — A-ds
div dvzcz ds.
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e Expresiéon en coordenadas ortogonales

— 1 0 0 0
div A hhihe [8Q(Aah5hv)+ aB(Aﬁhvhoé)Jr 67( ~hahg)

e Propiedad: div71 = 0 =>No hay fuentes ni sumideros en el punto con-
siderado (campo solenoidal)

e Teorema de la divergencia: Sea S una superficie cerrada que encierra V.

Entonces
— - —
/div A dv:j{ A -ds
v S

. e Hy R .
e Rotacional de un campo vectorial, rot A: Circulacién en un punto por
unidad de superficie a lo largo de los lados de una superficie elemental

ol A) = A-dl g
( ) 1 Z—> —
L

« B dSﬁ,y
Analogamente para las demas componentes
e Expresiéon en coodenadas ortogonales
haTo hsWp h T,

8/da  0/9B )0y
Aoha  Aghs  Ayh,

1
hahghy

_
rot A =

e Propiedad: rot A = 0 =>Circulacién nula alrededor del punto consider-
ado (campo irrotacional)

e Teorema de Stokes. Sea I' un circuito frontera de la superficie S

/@za:fzm
S N

1.4 Coordenadas cartesianas

e Definicién: z =2, y=y, z=2=z

e Referencia local:

—

We=(1,000= 17, Wy=(0,1,00=j, w.=(0,01)="%

e Elementos de linea: dz, dy, dz = d7 = da’i + dy7 + A=k
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Eleme_r}tos de superficie: dydz, drdz, dedy = ds = dydz7 + dxdz7 +
dxdy k

Elemento de volumen: dxdydz

Gradiente: 50 P 50
gradq):?@: —74——7}—1——?
oz y 0z

e Divergencia:
.= = — 0A, 04, O0A,
dsz—V-A—ax—i-ay-&-aZ

e Rotacional:
— — —
— = - = g J k
rot A=V xA=|9/0x 0/0y 0/0z

A, A, A

1.5 Coordenadas cilindricas

e Definicién:

T = pcos¢
y = psing
z=z

e Referencia local

ﬂ’p = (cos ¢, sin ¢, 0), hy
Uy = (—sing,cos¢,0), hg
. =(0,0,1), h.

1
p
1

Elementos de linea: dp, pd¢, dz — d7 = dpﬁp + pd(bﬂ)qs +dz 7,

Elementos de superficie: pdodz, dpdz, pdpdp —
ds = pdzdp , + dpdzd y + pdpdd U ,

Elemento de volumen: dv = pdpdpdz

1.6 Coordenadas esfericas

e Definicién
T = 7sinf cos ¢
y = rsinfsin ¢
z =rcosb, 6 € [0,7]
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Referencia local

U, = (sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) h.=1
Uy = (cosfcos ¢, cosfsin g, —sin@), hg=r
Uy = (—sing,cos,0), hg =rsind

Elementos de linea: d7 = dr, + rddwg + rsin 9d¢7¢

e Elementos de superficie: ds’ = 72 sin 0d0dd W .+ sin 0drddw g+rdrdd 4

Elemento de volumen: dv = 72 sin fdrdfde

1.7 Cinematica del punto: definiciones

e Espacio (metro): 1m = distancia que viaja la luz en 1/299792458 segun-
dos.

e Tiempo (segundo): 1s = 9192631770 periodos de transicion hiperfina del
estado fundamental del Cesio 133.

e Trayectoria: Posicién en el transcurso del tiempo = 7(¢t) = z(¢)v+y(t) 7+
2(t)k

e Elemento de trayectoria: de = |di] = /(dz)? + (dy)? + (dz)?

b2 2 2 2
e:/de:/ diVz +y +2
r t1

donde = = dz/dt, etc.
e Velocidad: #(t) = dr(t)/dt
o Celeridad: v(t) = |9U(t)| = de/dt

e Espacio:

e Vector tangente a la trayectoria: 7 = ¢(t)/v (t) = dr(t)/de

e Radio de curvatura: R = de/ |d7| = (arco/angulo)

e Vector normal a la trayectoria: 7 = d7/|d7| = d7/ (de/R) = Rd7/vdt
e Aceleracién: da(t) = dv(t)/dt

e Componentes tangencial y normal de la aceleraciéon: Derivando 9(t) =

v(t)T =
. dv(t), %
a(t) = T+ —=n=—
®) dt R
dv v2 . .
ar = a0 an = = componentes intrinsecas de a
7
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1.8 Formulas de Frenet

o Triedro de Frenet: {7"’, =7 x ﬁ} — (b-

e Formulas de Frenet:

1ra F. de Frenet : ﬂ
de
2da F. de Frenet : @
de
3ra F. de Frenet : d—n
de

o se llama radio de torsion.
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2 Dinamica del punto

2.1 Leyes de Newton

2.2 Interacciones fundamentales

2.3 Fuerzas Macroscopicas

2.4 Fuerzas de friccion

2.5 Ejemplo: Paracaidismo

2.6 Trabajo y Energia

2.7 Momento lineal y Momento angular
2.8 Potenciales unidimensionales

2.1 Leyes de Newton

e Primera ley: Todo cuerpo permanece en reposo o en movimiento uniforme
a menos que actue una fuerza F' sobre el mismo

e Segunda ley: La variacién de la cantidad de movimiento de un objeto es
igual a la resultante de la fuerza que actua sobre dicho objeto

d(mv)

ﬁ:
dt

m =masa inercial, mv =cantidad de movimiento

e Tercera ley: Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas entre si, éstas son de
intensidades iguales y sentidos opuestos

e Sistema de referencia inercial: Es aquél en el que se verifican las leyes de
Newton.

e Transformaciones de Galileo: Cambio de coordenadas entre dos sistemas
inerciales S y S’ con ejes paralelos y origenes iguales en t = 0. (5’ se
mueve con velocidad ¢ respecto de S):

7 =7—ut

2.2 Interacciones fundamentales

e Definicién. Tienen su origen en la materia elemental y son las iltimas
responsables de todas las fuerzas de la Naturaleza

e Interaccién gravitatoria: Largo alcance, efectos macroscopicos. No se ha
detectado a nivel elemental. (muy débil)

Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia
VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

e Interaccién débil: Corto alcance, sélo efectos microscépicos.

e Interaccién electromagnética: Largo alcance. Efectos macroscépicos y mi-
croscopicos. Se mezcla con la interaccién débil a nivel microscépico.

e Interaccién fuerte: Corto alcance. Sélo se detecta a nivel elemental (for-
macién nuclear y hadrénica).

2.3 Fuerzas Macroscopicas

e Fuerza de Coulomb: Fuerza de la carga ¢ sobre ¢1

= q1q2 .
Fioy = ]f?%z T12

donde 719 = 7 — T y F12 = F12/712. Ademas:
k=12.307x 10728 N -m?2/e?
La carga del electron es e = 1.602 x 10~ °C.

C es la unidad de carga macroscopica (Coulomb)
e Fuerza Gravitatoria: Fuerza de la carga gravitatoria ng sobre n;
ning

ﬁ1(2) = -G 7’%2 12

(Fuerza atractiva: ning > 0 siempre).
G =6.67x 10711 N - m?/kg?

Comparar las fuerzas electrica y gravitatoria para un proton (m, = 1.67 X
1072"Kg)

e Equivalencia de la carga gravitatoria y la masa inercial: En caida libre

desde una altura h —
v =+/2ghn/m

iIndependiente del cuerpo!=—- n/m =constante universal.

2.4 Fuerzas de friccion

e Movimiento sobre una superficie:

[F| < pe|N
N = normal ala superficie, p, = coeficiente estético
10
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia

VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

e Movimiento en un fluido:

—

= —bU donde b= 6man (para esfera de radio a)

n = coeficiente de viscosidad

e Movimiento en un gas:

F = —c*7 donde c¢=C,Sp/2
C, = coeficiente aerodindmico, S = seccién, p = densidad

2.5 Ejemplo: Paracaidismo

Fuerza (1 dimension): F = —mg + cv?

Velocidad limite: F'= 0= v; = y/mg/c

e Ecuacién de movimiento: dv/ (v — v?) = —gdt/v}
e Solucién:
1 — e—29t/u
v(t) = —u PP

h—z(t) = wu (t”lln2>

g 1+ e—2gt/v

2.6 Trabajo y Energia

e Trabajo virtual en un campo de fuerzas F (7,t), con el tiempo congelado
en tg, a lo largo de un camino I':

Wit (T, to) = / F (7 () ,to) - dF ()
r
siendo « un parametro que describe el camino T'.
e Energfa potencial (virtual): Si F (7,t) = VU (7,t), (campo de fuerzas
—

-
conservativo V x F = 0) entonces

UE) = Unto) - [ F(F(a) ko) d(a)
con camino arbitrario
Wyirt (1 —=2) = Uy —Us

independiente del camino elegido en el instante ¢
11
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e Trabajo dindmico de un campo de fuerzas F (7,7,t) alo largo de la trayec-
toria 7 (t):

—

de(IHQ):/2F(F(t),6(t),t)~d?(t)

t1

e Energfa cinetica (dindmica): F - dF = m @ - dFf = m@ - dv = mdv?/2 =

dl = ]
T = imqﬂ =

Wdin (1 — 2) =T2 —T1

Energfa cinética

e Energfa total: En una trayectoria dinamica

E(r,t) = T (v)+U(7r,t) = energia del sistema
ar = F.df
= L oU -~ U
AU = VU-dir+ Edt_ —F-dr-i—adt
oU
dE = —dt
ot

e Conservacién de la energia total: Si el campo de fuerzas conservativo no
depende del tiempo, entonces U no depende explicitamente del tiempo y

Wdin (1 - 2) = inrt (1 - 2)

E=T,+U; =15+ U = const

2.7 Momento lineal y Momento angular

. — .
e Momento lineal o momento: p = mv

Conservacion: F; = 0 = p; = const

e Momento de una fuerza: N = 7 x F (respecto del origen O)
7 o, = .
e Momento angular: L =7 x p (respecto del origen O)
. — —
e Ecuacién del momento angular: N =d L /dt
e Conservacién: N; =0 = L; = const

e Fuerza central: F = f (r)#, con # = 7/r

12
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e Propiedad: Toda fuerza central es conservativa

- — - — —_—
Fcentral=—= V X F=0= F =—grad U

— =
r-dr

av =~ (r)

=—f(r)dr

— —
e Propiedad: Para una fuerza central = N = 0 = L = const = El
movimiento tiene lugar en un plano que pasa por el origen de fuerzas.
e Propiedad: Para una fuerza central la velocidad areolar es constante

-
dA_1frxan |

a2 dt om . const

2.8 Potenciales en una dimension

e Sea V (z). Ecuaciéon de movimiento: mdz/dt = —dV/dx
. .2

o Conservacién de la energfa:  F = maz /24 V (z)

e Rango de velocidades: z = +,/[F -V (z)]2/m

e Rango de movimiento: para todo = tal que V (z) < E

e Puntos de retorno: zg tal que V (zg)=F

e Puntos de equilibrio:

dv (z)
dx

=0 = equilibrio

d2
TZ 2 0 = equilibrio estable /inestable
T

e Pequenas oscilaciones alrededor de un punto xy de equilibrio estable:

Desarrollo del potencial

1.,
V(@) = V(w)+ 5V (o) (x - z0)> + ..
Ecuacién de movimiento
A’z ,
moy = —k(z —x0) conk=V"(xg) >0

Solucién armoénica alrededor de zg

x(t) = zo+ Acos (\/EtJrgb)

13
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3 Oscilaciones simples

3.1 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
3.2 Oscilador armonico simple

3.3 Oscilador armonico plano

3.4 Oscilador arménico amortiguado

3.5 Oscilaciones forzadas por fuerza sinusoidal

3.6 Oscilaciones forzadas por fuerza periodica

3.1 Ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
clentes constantes

e Forma general: Hay que obtener y (z) tal que
Y+ ay+ay =b(x)

e Operador diferencial lineal:

L= ﬁ +a 4 +a
dz? Yz 2
Lieiyr + cayo] = c1 L [y1] + caL [yo]
e Solucién general de la ecuacién homogenea y;; + aly;L + asyp = 0 <=
Llyn] = 0.
Sean A1, Ay raices del polinomio caracteristico P (A) tales que P (A1 2) =
No+adigta=0=

yp () = c1eMT 4 cpe?® (c1, co constantes arbitrarias)

yn () = (c1 +cox)e™® (A = \y raiz doble)

yp (x) = e (pcosfx + gsinfz) = Ae*” cos (B + ¢)
(M2 = a=£if raices complejas)

e Solucién general de la ecuacién completa
solucién particular y, (z) : L[y, =b(x)
solucién general y(z) :  y(z)=uyp(z)+yp(x)

e Soluciones particulares: Hay que obtenerlas por inspeccién, dependiendo
de de la funcion b (z) en la ecuacién general.
funcién b(z) funcién prueba
P,(z) y A=0 s
raiz pol. carac. de orden s =0,1,2 vp () = 2°Qn ()

eawpn(x) y)\:Oé — ST
raiz pol. carac. de orden s =0,1,2 Yp (z) = 2°e**Qn (2)

e*® P, (x) (sin Bz, cos )

y A=ax1if

raices pol. carac. de orden s =0, 1

S ,xx

yp (z) = x°e*® X
(Qn (x)sin Br + R, () cos fx)

14
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3.2 Oscilador armonico simple

e Fuerza y energfa potencial:

—kr <= U (z) = %ka,

k = constante recuperadora (ley de Hooke)

e FEcuacién de movimiento: mx + kz =0

Solucion general: x (t) = A cos (wot + ¢) donde wg = y/k/m

Periodo: Ty = 27 /wp. Frecuencia: vg = 1/Tp

Energia total:

1 .2 1 1
T+U 5™ + 2k:x 2k
— proporcional al cuadrado de la amplitud A
—

Se conserva

3.3 Oscilador armonico plano

e Fuerza central: F — — (kx, ky) = —k7 = —kr7 (conservativa)

Energfa potencial: U (r) = kr?/2 =k (2* + y?) /2

. . mx + wiz = 0
e FEcuaciones de movimiento:

.. donde w? = k/m
my + wiy =0 } =

Soluciones del movimiento:

x (t) = Acos (wot + «) }
z (t) = Bcos (wot + B)

Orbitas cerradas (eliminando ¢ ): 8 =a+ 0 =

A%y? 4+ B%2? — 2ABxycosd = A’B?sin? 6, (elipse inclinada y centrada)

B
d=0=y= i (recta)

T 22 P . .
0= :|:§ = + 5= 1, (elipse horizontal)
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e Fuerza no central: F} = —(kiz, koy) = Ul(z,y) = (k1962 + ki2292) /2

e Trayectorias de Lissajous: Son 6rbitas cerradas multiples cuando wy /wy =
ractonal

3.4 Oscilador arménico amortiguado

Fuerza: F = —kz — bx

Ecuacion de movimiento:

T+28z+wir =0, B=0b/2m

Raices del polinomio caracteristico:
Aip=—B£4/8—w}
Solucién oscilatoria amortiguada:

x (1) Ae= Pt cos (wit + @),
w? = wi-p*>0

Solucion aperiodica critica:

e Solucién sobreamortiguada:

T (t) _ (Aewgt + Be—1z)2t) e—ﬂt
wy = B —wi>0
e Nomenclatura:
B = factor disipativo
1/8 = tiempo de relajacién (vida media)
Q = wy/28 = factor de calidad

3.5 Oscilaciones forzadas por fuerza sinusoidal

e Fuerza externa: F (t) = mf coswt
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e Ecuacion de movimiento:

z + 28z + wg:c = fcoswt,
B8 = b/2m
e Solucion particular:
xp (t) = (f/r)cos(wt — §) = solucion estacionaria
2 2 2\2 2 2 2w
= - 4 tand =
r (w§ —w?)” +4p%w?,  tan e —

e Solucién general (oscilatoria):

., . . solucién estacionaria
solucién transitoria

x(t) = Ae™Pt cos (wyt + ¢) + / cos (wt —0) = f cos (wt — d)
T t>>% T

e Frecuencia resonante externa: Origina un maximo en la amplitud esta-

cionaria
d(f/’)") o o 2 2
d = 0= wr=1/wi—28

= frecuencia resonante 2~ 1wy
B<<wo

e Anchura de una resonancia: Es el intervalo entre los valores de w, donde
. 2 e
se reduce a la mitad el valor de (f/r)”con respecto al maximo en wg.

Aw =~ 28 <= extremos wy £
B<<wo

e Defasaje o desfase resonante: Analizamos § en funcién de w, alrededor de

wy con B << wy

T 37T
w € [wy B,w0+ﬁ]6<<wo € [4, 4}

Es decir, 6 cambia rapidamente con w alrededor del valor 7 /2.

e Energia cinetica media a lo largo de un periodo en régimen estacionario.

1 o2 1 (wf\®  ,
T = = =-m|— t—4¢
5Ly 2m< . > sin® (w )
1 wf 2
(TY = =-m (7") (maximo en wy con anchura 23
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e Potencia media disipada en un periodo:

. f2
P = z,F(t)=—mw (7") cos wt sin (wt — 9)
2
(P)y = fm <u;f) =48(T) (aumenta con G!)

3.6 Oscilaciones forzadas por fuerza periodica

e Fuerza externa: F (t) =mf (t) con f (t) periodica de frecuencia w :

o0
f@ = C;—O + Z (an cos nwt + by, sin nwt) , (serie de Fourier)
=1

5]
3
|

2 (T 2 (7 2
T/o dtf (t) cos nwt, bn:T/O dtf (t) sin nwt, w:%

e Ecuacién de movimiento: x + 28z +wiz = f(t), B=05b/2m
e Solucién general (transitoria oscilante, w? = w3 — 5% > 0):
z(t) = Ae Plcos(wit + @)

o0

ap (7% bn

— — cos (nwt — § — sin (nwt — 6§
+2wé+;{m (rut = 8,) + 2 sin vt 5, }

2 _ 2 2. 2\2 2 2 2 _ 2fnw
T = (wo—nw) +4an, tan5n—m
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4 Sistema de particulas

4.1 Sistema de N Particulas

4.2 Simetrias y leyes de conservacion
4.3 Teorema del Virial

4.4 Sistema de dos cuerpos

4.1 Sistema de N Particulas

e Fuerzas del sistema:

Fuerza externa sobre la particula o : ﬁae“, (a=1,2,..,N)
. — — —
Fuerza interna de 3 sobre o : f as (f ag=—1Ff 50)
N
Fuerza interna central : fag = f(rag)Tas
— — t —
Fuerza total sobre a o=F"+ Z fag
a#B
. . — —
Fuerza total interna del sistema : fap=0
a,B (a#B)

Fuerza total del sistema : F = Z E, = Z pect — pieat

e Coordenadas del centro de masas:

—

1 hond p—
R = i Zmarm donde M = Zma = masa total

e Coordenadas relativas al centro de masas:

—cm — - —cm —cm -
T, :ra—R:>§ Mo T :E MaTy =..= 0

e Movimiento del centro de masas. Conservacién del momento total:

? = Zmo('r?a:Mﬁ :>M§):F;€:Et
Ff** = 0= P, = const (conservacion de ?’))

e Movimiento del momento angular total:

2008-2009

T = Zf'a X Pa=Lem+ R x P =m. angular total
N . = ot — .
L = Zra X F¢" = N .1 (para fuerzas internas centrales)
Nf“ = 0= L; = const (conservacion de f)
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e Energfa cinetica total:

1 1 1
T = Z §ma'ui = Z imocvfym2 + §MV2

e Energia potencial total para fuerzas externas conservativas y fuerzas in-
ternas centrales:

ﬁgxt = ?aUa (Fa) ?aﬁ = _dUaﬂ (’raﬂ)

drag
= U= Ust Y Uap

a<f

Fap

Con las fuerzas anteriores £ =T + U = cte

4.2 Simetrias y leyes de conservacién

e Homogeneidad del tiempo (sistema aislado)==-Conservacién de la energia

ou
0 = U(Fl,FQ,..,t+€)—U(Fl,FQ,..,t):Ee
— dﬂ_alx _|_87U +a£2+ __ﬁ 7%‘_ __diTI
dt — O ! 8y1y1 021 tree s N
dE dT' dU
Pt e T \ P4 E
o o + o 0, (conservacién de E)
e Homogeneidad del espacio (sistema aislado)=—=Conservacién del momento
total
ou ou
0 = U(F1+6?7772+6?,..,t)—U(Fl,FQ,..7t):7€+76+..
(921 (92:2
= F,+ Fy,+..=0= P, = const, (conservacién de 1_3)

N
Lo mismo para las demds componentes de P. Para dos particulas, la
homogeneidad del espacio nos lleva a la tercera ley de Newton

e Rotacién (activa) R de dngulo € alrededor del eje z :

!/

T T cose —sine 0 x
y = R| y | = sine cose 0 Yy
z z 0 0 1 z

T — €y

~ Y + ex

z
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e Isotropia del espacio (sistema aislado)==-Conservacién del momento an-
gular:

0 = U(RF, R, ..t — U (71,7, .. 1)

— aiU (, ) + aiU ( ) +
= 83;1 eyl ayl €EX1

= N1+ No,+..=0= L, = cte (conservacién de f)

4.3 Teorema del Virial

Funcién G :

G:Z?a'?a:%zzﬁa'?aﬁ-zr

donde T =Energia cinetica.

e Enunciado: ”Para movimientos periodicos de un sistema de particulas con
periodo 7 o movimientos acotados con 7 suficientemente grande, se tiene
que

(Z F’)a -7 o) +2(T) =0 (Teorema del Virial)
(03

donde (..) es el valor medio en un determinado tiempo.

e Demostraciéon: Con las condiciones del enunciado:

2 = Lo w -co)=0

T

e Caso particular: Potencial central

F - Y e,
dr dr

<r(fi—g> = 2(T) (Teorema del Virial)

Para Kepler U = —k/r = (U) + 2 (T') = 0 (Teorema del Virial)

N
e Gas perfecto en un volumen v con presion p en la superficie = dF =

—pnds
IS o= 2w T = S
2 > * o 2 S T. divergencia 2p
3 ..
(T) = 5PV (Teorema del Virial)
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e Ley de Boyle: Definimos la temperatura ¢ tal que

Ty =
k =
—

3
5Nk<, N =1’ de dtomos/moleculas,

constante de Boltzman

(ley de Boyle)

4.4 Sistema de dos cuerpos

e Centro de masas y coordenadas relativas. Sean dos cuerpos de masas m;y
— — .
y mg , con coordenadas 71 y T g, respectivamente.

— —
my 7T+ Mmoo

N
Coordenadas del centro de masas : R =
mi + mo

N

T

Coordenadas relativas (1 desde 2) 71— T

Analogamente, podemos definir la velocidad del centro de masas X_/ y la

. RN
velocidad relativa v'.
e Relaciones inversas:
= me T —= my T
— 2 — 1
ri=R4+——y 7"9=R— ——
mi + mo mi + Mo

Analogamente, obtenemos relaciones para v 1y U2 a partir de la veloci-
—
dad del centro de masas V y de la velocidad relativa o'.

e Masa total: M = mq +mo

e Masa reducida: p = myme/M

e Descomposicién de la energfa cinética

1 1
T = Emlvf—l—imgv%

1 1
= 5MV2 + §lw2 =Tom +Tra

e Descomposicién del momento angular
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e Fuerzas internas conservativas y Energfa potencial. Suponemos que no
hay fuerzas externas y que hay homogeneidad espacial = V (77 — 7'5)

Tt = NV (F1=Ta) = VoV (T1— Ta) = — f 5

e Ecuaciones de movimiento:

mir = f{ — MR =0
. o -
my Ty = f 5" uT = —VV(r)

En la dltima ecuacién, el potencial s6lo depende del médulo de la coorde-
nada relativa, dada la isotropia espacial de un sistema aislado.

e Conclusiones:

— El centro de masas se mueve con movimiento uniforme
(no hay fuerzas externas)
= El movimiento relativo equivale al de una particula

con la masa reducida 4 en un potencial central V (r)

e Leyes de conservacién. Las ecuaciones de movimiento son, de nuevo, las
de una particula con masa reducida p en un potencial central V (r), con
integrales primeras

| = ur?0 = const = conservacién de momento angular relativo

E Lty L |4 t
= gur +2M7+ (r) = cons

= conservacién de la energfa relativa
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5 Formalismo Lagrangiano y
Hamiltoniano

5.1 Introduccion y definiciones
5.2 Ecuaciones de Euler Lagrange
5.3 Principio de Hamilton

5.4 Ecuaciones de Hamilton

5.5 Ligaduras

5.6 Multiplicadores de Lagrange
5.7 Plano inclinado

5.1 Introduccion y definiciones

. . — — —
Coordenadas cartesianas para N particulas: (r{,73,...,7N) = (£1, %2, ..., T3N)

Coordenadas generalizadas: (q1, g2, ...q38) =
zx = =k (q1, 92, ...q3N,t), con k=12, ..., 3N

Si no hay dependencia temporal = {¢;} = Sistema natural.

Objetivo: Obtener las ecuaciones de movimiento en funcion de las coor-
denadas generalizadas.

Relaciones fundamentales:

T = ZT%qj + r -
J

% Bxk &rk d 8xk

og; 04;" da;  dt dg;’
a5, Qj: variables en el espacio de las fases

e Trabajos virtuales para fuerzas de componentes Fj: Fuerzas generalizadas
Bsck
Wls—o = D Fubwi=) Fy 8—@5% =" Qjdg;
k k i j

0
— Q= Z Fkaiqj = fuerzas generalizadas
k
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e Energia cinética T (mk) =T (qj, (jj, t) y momentos generalizados.

2

~3 () =5 (S g+

. oT
Momento cartesiano Pk = ——
8.%;9

aT OT Oz, Oz,

Momento generalizado : 7; = 77k = pki.k

8qj % Oy, 0q; P 0q;

5.2 Ecuaciones de Euler Lagrange

e Ecuaciones de Newton

(en coordenadas generalizadas)

o Fuerzas conservativas. Energia potencial V (zx) = V (g, ¢):

oV (xk)
F, = -
k 8xk
oV o 1%
o - Y-

Oxy dq; g,
e Funcién Lagrangiana (con fuerzas conservativas)

Notar: dL/dq; = 0T /dq;

e Ecuaciones de Euler-Lagrange

d OL oL
— —— = 0,conj=12,...,3N
dt 3(] 0q;
d 8L oL
— = QU°, sihay fuerzas no conservativas
dt dq, 5%‘ !
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e Coordenadas ciclicas. Para {g¢;}, diremos que ¢, es ciclica si y solo si L
/0q. = 0.

e Teorema de conservacién: Si q. es ciclica su momento conjugado m. se
conserva, ya que dr./dt = 0.

5.3 Principio de Hamilton

e Accién A de un sistema con movimiento {g; (¢)} :

A= /: L (qj,q'j,t) dt

Notar que las dimensiones de A son energiaxtiempo=m.angular

e Teorema (principio variacional). Sea {dg; (t)} una variacion infinitesimal
del movimiento {g¢; (¢)} con extremos fijos en ¢; y t2. Sea JL la variacion
del Lagrangiano

) d .
0L =1L <(]j +5q]',q]' + dtdqj’t> —L (Qja%at)

Entonces 4 oL oL
0A=0<= ———-——=0
dt aqj 8qj'

e Principio de Hamilton: El movimiento {g; (t)} de un sistema fisico es tal
que minimiza la accién del sistema.

e Ejemplo de un problema variacional: Encontrar la curva y (z) entre dos

extremos z1 y 2 tal que la longitud d = f;f \/14 (dy/dz)?dz sea minima.

e Ejemplo de problema variacional: Encontrar la curva y (x) entre dos ex-
tremos x1 y x2 por la que debe deslizarse una masa m bajo la accién de la

gravedad para que el tiempo de recorrido ¢t = fyy12 < 14 (dx/dy)z/\/ng) dy

sea minimo. (Solucién: la Braquistocrona).

5.4 Ecuaciones de Hamilton
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e Relacién para la Energfa cinética: Para un sistema natural de coordenadas
generalizadas (Oxy /0t = 0) tenemos

27 = ) put
k
R Sy (YA
zk:aszj:aqu7 ;( & 8xk 3(jj>qj
= Zﬂj(jj
J

e La funcion Hamiltoniana:

H(gj,mj,t) = Zﬂjdj —L (Qjanat>
J

Corresponde a una transformada de Legendre para cambiar la variable qj
por ;.

e Para un sistema natural (0zy/0t = 0) =

H=2T-L=T+V

e Ecuaciones de Hamilton. Diferenciando el Hamiltoniano:

. oL oL
dH = ZJ: (qjdwj - aqjdqj> - 5
H .
. 8— = ¢; 1? ecuacion de Hamilton
87Tj
0H :
— % = —m; 2% ecuacion de Hamilton
J

dH 0L _OH

dt ot ot
Las ecuaciones de Hamilton tratan simetricamente las variables g; y ;.

e Conservacién de momentos: Si H no depende explicitamente de g. en-
tonces 7. se conserva.

e Conservacion de la Energia: Si H no depende explicitamente del tiempo
(y tampoco L) entonces H = const. Ademds, para un sistema natural

(Oz /Ot = 0)

H =T+ YV = const = E = conservacién de la energia
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5.5 Ligaduras

e Ligaduras holonomas: Son restricciones entre las coordenadas general-
izadas, expresadas mediante relaciones funcionales.

e Forma explicita (c ligaduras):

oo = (Qa (QC+17(1@+27 -'~7(13N7t)
a = 1,2,..,c

En este caso las 3N — ¢ coordenadas gg con 8 = c+ 1,¢+2,...,3N son
libres de ligaduras.

e Forma implicita
fa(q1,92, -, q3n,t) =0 cona=1,2,....c

Si no hay dependencia temporal la ligadura se llama esclerénoma. En
caso contrario se llama reénoma.
e Fuerzas de ligadura @j: Son las que originan las ligaduras. Las ecuaciones
de movimiento con fuerzas de ligadura son:
d oL 0L

=22 22 —Qiconj=1,2,..3N
dt 8(]]‘ 6(]j J

Problema: Aun conociendo las ligaduras, no siempre es posible conocer
las fuerzas de ligadura a priori.

e Ecuaciones de movimiento con ligaduras explicitas: El Lagrangiano que
se obtiene al incluir las ligaduras es L (qﬁ, s, t) con 3 =c+1,c+2,...,3N.
Como ¢g son libres se tiene

d 0L 9L

——— — —=0,conf=c+1,c+2,...,3N

dt 9q5 9qp
Nota: las fuerzas de ligadura @5 no tienen por que ser nulas !!
Nota: obtenido el movimiento g; (t), las fuerzas de ligadura pueden obten-
erse a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L (qj, cjj, t) .(sin las
ligaduras)

e Principio de d’Alembert: Para desplazamientos virtuales que respeten las

ligaduras, el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura es nulo. En coorde-
nadas cartesianas se expresa

3N 3N
0=>" (?k —F, - Fk) ZAEDY (bk - Fk) 6z (gs)
k=1 k=1
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5.6 Multiplicadores de Lagrange
e Lagrangiano con ligaduras implicitas. Multiplicadores de Lagrange:
L)\ (ij(jjv)\aut) =1L (Qjadj7t) + Z )\afa(Qjat)
a=1
Las nuevas coordenadas en L) son los multiplicadores de Lagrange A,.

e Ecuaciones de movimiento con ligaduras implicitas: Aplicamos Euler-
Lagrange para las coordenadas q;, Ao de Ly

L L
187_67 = Z)\a%, conj=1,2,...3N
dt g,  04; 04

fa(g;,t) = 0, cona=1,2,....c

Con 3N + ¢ ecuaciones obtenemos g; () , Ao (%)

e Obtencién de las fuerzas de ligadura: De las ecuaciones con multipli-
cadores =

Q; = Z )\agz;:‘ = fuerzas de ligadura

e Nota. Explicitamente, el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura es nulo:
3N of
> st = 3 (E 58 ) s = St =
=1 i \a ! a

va que 6 f, = 0.

e Nota. Coordenada ciclica para las ligaduras. Si alguna coordenada g; no
aparece en ninguna de las ligaduras f,, entonces Q; = 0.

5.7 Plano Inclinado

e Consideramos una masa m en un plano inclinado de altura h y angulo «
situado en el plano zy, que se mueve sin rozamiento bajo la accion de la
gravedad.

e Lagrangiano sin ligaduras (solo con potencial gravitatorio):
1 .2 .2
L= Mz +y | —mgy
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Ligadura: y = h — xtana
Lagrangiano con ligaduras

~ 1 22,
L:§m x +2z tan®«a | —mg(h —ztana)

Ecuacion de movimiento

x = gsinacosa
Lagrangiano con multiplicadores

1 2.2
L,\:2m<x +y ) —mgy + A(y +ztana — h)

Ecuaciones de movimiento con multiplicadores

mr = Atana
my+mg = A
y+axtana—h = 0
Solucion del movimiento
t2
xz(t) = 95 sin a cos a
tQ
y(t) = h—g;sinza
Fuerzas de ligadura: @z = mygsin a cos «, va = mgcos® o
30

2008-2009

Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha
VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare

Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

6 Potencial cengral.
El problema de Kepler

6.1 Potenciales centrales

6.2 Orbitas en un potencial central

6.3 El potencial de Kepler

6.4 Orbitas de Kepler

6.5 Leyes de Kepler

6.6 Potenciales con fuentes extensas

6.7 Teorema de Gauss

6.8 Desarrollos multipolares. Las Mareas

6.1 Potenciales centrales

e Ecuaciones de movimiento (plano r,6): Sea V (r) la energia potencial de
una particula de masa m en un campo central.

1 (.2 -
Lagrangiano (con 6 ciclica) : L= 3m <7" + 720 ) —V(r)

2
mr =mr0 —dV (r) /dr

Ecuaciones de movimiento .
d (mrzﬂ) =0

e Leyes de conservacion (integrales primeras):

Conservacién de momento angular : [ =mr?0 = const
2 12
Conservacién de la energia :  E=_—mr + ——=+V (r) = const
2 2mr?

e Energia cinetica radial. Descomposicion de la energia cinetica:

Trad = 7m7;
1 .2 12
T = —mr + 5
2mr
S~ S~
energia barrera
cinetica radial centrifuga

e Potencial efectivo. Descomposicion de la energia:

l2

Vegee () = 2mr?

+V(r)
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.2 2

1 .2
=3 gz PV () = gmr 4 Vegee (7)
——

Trad Vefec como en una
dimension r

Rango de velocidades radiales: r = i\/[E — Vetec (r)]2/m =

Rango del movimiento radial: Para todo r tal que Vefec (r) < E

Puntos de retorno: rg tal que Vegee (rgr) = E ==puntos apsidales (peri-
centro o mds cercano / apocentro o mas lejano)

e Movimiento circular: dV (r) /dr =0 y d?V (r) /dr? >0=r =r¢

6.2 Orbitas en un potencial central

e Ecuacién integral de las 6rbitas: Queremos obtener r (6).

En la conservacién de la energia E, utilizamos ;. — gdr /do =

dr\? 2mrt
(d@) = T (E - VEfeC) =

" dr
0 =0,c; £ / ecuacion integral
? rrens T2/ (B = Vepoe) 2m /12 ( gral)

El doble signo se debe a la raiz cuadrada, describiendo la érbita hacia

angulos @ crecientes o decrecientes, partiendo desde el pericentro rper;.

e Simetria de las érbitas: Las 6rbitas son simétricas respecto de los ejes
que pasan por puntos apsidales. (razonar a partir del doble signo de la
ecuacion integral) .Para una orbita acotada la condicién de orbita cerrada
es pues

200 (rapo) — 0 (Tperi)] = 27‘(‘%, Tapo = APOCENTO, Tperi = pericentro

—> b = nimero de " pseudoperiodos”

—> a = nudmero de vueltas

e Teorema de Bertrand: Las tnicas fuerzas centrales que dan érbitas cer-
radas simples son la del oscilador (V = kr?/2) y la de Kepler (V = —k/r).

e Ecuacioén diferencial de las orbitas r (6). Partiendo de la ecuacién radial
del movimiento y teniendo en cuenta que

. od (:.dr 2 d 1 dr
r=0—(0— )= ——=—| 5—
do do m2r2 do \ r2 do
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— { dww::—lcz/7~7;T2 } —

d*w mdV (1/w)

— +w = T

do l dw
Tambien se puede obtener diferenciando respecto de 0 en la ecuacion de
la energia que lleva a la ecuacién integral.

(ecuacion diferencial)

6.3 El potencial de Kepler

e Para dos masas con interacion gravitatoria tenemos
k
V(r)=—— donde k= Gmimy >0
r

e Potencial efectivo:
2 k

- 2ur? T

e Radio de la ¢rbita circular (dado 1): dVpec/dr =0 =>reir = 12/kp

e Energia de la 6rbita circular:

Verec (1)

r, - L _Rwo, kK _ ku
cir 2/“%” 92’ cir Teir 12
E2p

— Ecir = Tcir + Vcir = _ﬁ

Notar que no hay energia cinetica radial. Ademas, 27 + Veirr = 0 (teo-
rema del virial)

e Radios apsidales (pericentro y apocentro): (Dados ly E) E = V,pee =

1 k 2k2  2uE
_#k PR 2

Tperi/apo B 12 " 2

Para E > 0 no existe apocentro (movimiento radial no acotado).

6.4 Orbitas de Kepler

e Ecuacioén diferencial de las érbitas con V = —k/r = —kw:
d*w uk 1
W—i—w: V2 donde w (0) = )

(Esta ecuacién es como la del oscilador con término constante)
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e Solucién general:

w(f) = Beos (0 + ¢) + e
donde B > 0 y ¢ son constantes de integracién. Tambien podiamos llegar
al resultado a partir de la ecuacién integral de las érbitas.

e Constantes de integracién: En el pericentro, 6 + ¢ =0y 1/rpers = B +
wk/I%. Si elegimos el pericentro como punto inicial con # = 0, obtenemos:

w2k?  2uFE
4 12

1 k / 2uF
—=C+ Bcosf con C:u—yB: C’2+L
T 12 12

° :> érbita circular: 1/r = C = |y = 12/ uk
. :>(’)rbita eliptica (E < 0) con origen de coordenadas llamado

foco de la elipse:

¢=0y B=

Eeip = —puh? 217 |

)

pericentro

= 7per = 1/(C + B) corresponde a § =0
apocentro

= Tapo = 1/ (C — B) corresponde a § =
semieje mayor

= a=(Tapo+Tper) /2=C/ (02 - BQ)
distancia focal (del foco al centro)

— F = (Fupo— 1yer) /2= B/ (C* — BY)
excentricidad

= e=f/a=B/C<1

) :>érbita parabdlica (E = 0) con origen en el foco:

(Tper = 1/2B]

Tapo (0 =) ,a, f — 00

. :>rama izquierda de 6rbita hiperbélica (E > 0) con origen

le=1
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en el foco:
pericentro
= 7rper = 1/(C + B) (corresponde a 6 = 0)
apocentro
= Tgpo — 00 (corresponde a cosf = —C/B)
semieje

= a=C/(C?—- B?) <0 (centro a la derecha)
distancia focal (del foco al centro)

= f=B/(C?-B?) <0 (centro a la derecha)
excentricidad

= e=f/a=B/C>1

La rama derecha de la hiperbola corresponderfa a un potencial de Kepler
repulsivo con k < 0

e Ecuacién de las érbitas en coordenadas cartesianas: Hacemos r = /x2 + 32
y cos@ = x/r en la ecuacion en coordenadas polares—-

2 2
% + % =1 (co6nica con centro deplazado)

donde

C/(C?* - B*) = —k/2E
f = BJ/(C?*—B? =~ (1?/2uE) u2k2/1* + 2uE]12
¥ o= o’ —f*=1/(C*-B*) =-1*/2uE

Notar que a, f,b*> = 0 segiin la cénica sea elipse o hipérbola.

6.5 Leyes de Kepler

e Primera ley: Los planetas se mueven en drbitas elipticas en las que el Sol
ocupa uno de los focos.

e Segunda ley: Las areas barridas por el radio vector (relativo) en tiem-
pos iguales son iguales<=velocidad areolar constante (fuerza central).

dA/dt =1/2p

e Tercera ley: El cuadrado del periodo de la érbita es proporcional al cubo
del semieje mayor.

En un periodo 7 = A = I7/2u N
Area de la elipse = A = mab = war/al?/ku
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2 = 4W2#a3 — k=GmMg
n k Sistema Solar M= mMS/ (m + Ms)
472
2 3
= T = ——qQ
o G (m + Ms)

Para m < Mg la relacién 72/a® es aproximadamente independiente del
planeta.

e Satelites terrestres en orbitas circulares de poca altura:

2T
GMr

T = (Ry + h)*/? W 27\/Rr/g ~ 1.4 horas

con g = GMr/R3..

e Velocidad de escape de un satélite artificial. Es la velocidad desde la
Tierra, correspondiente a una 6rbita parabolica (E = 0):

0= TvZ +V (Br) = T0%, + mgRr —

Vese = \/2gR1 ~ 11.2 Km/h

6.6 Potenciales con fuentes extensas

e Fuerza gravitatoria de m,; sobre m:

— mgm
Fg(7) = G———— z_) 3(7)—?1-),
|7 =7
G = Constante de gravitacion

(Recordar que en la fuerza de Coulomb para cargas electricas es andloga,
sustituyendo la constante —G por la constante eléctrica en el vacio)

e Energia potencial de m debida a la fuerza gravitatoria de my: Z?G (7) =
—
—VVa (?) -

Ve (7) = —Gai
T =7

e Campo gravitatorio generado por una masa m; : Es la fuerza por (sobre
la) unidad de masa.

F(7)
— T m;
G(7)= =G ——5=5 (7 -7
m |7 — 7
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e Potencial gravitatorio generado por una masa m;: Es la energfa potencial
V& por unidad de masa

(DG (?) = = _Gﬁ

e Potencial gravitatorio de un sistema de masas {m;}: Como las fuerzas se
suman y el operador gradiente es lineal, tenemos

)= L
)=l

%

e Potencial de una distribucién de masa p (7

e A5

e Potencial de una distribucién esférica de masa p () con radio R. Inte-
grando la distribucion de masa en coordenadas esféricas sobre la masa
unidad en el eje z

2 /r rr
2r,  r'>r

Oq(r) = 727TG/ r’)dr{
G{ fo amijr r<r

fo dm/r v>r

donde dm’ = 47r® p (') dr (masa de una capa esférica).
e Potencial de una distribucién esferica unifome de radio R y de masa M =
4tpR3/3
3/2R—12/2R3, R>r
Hay continuidad del potencial para r = R

@G(r):—GM{ L fsr

e Campo gravitatorio de una distribucién esferica unifome de radio R y de
masa M = 4mpR3/3

= 7/r, R<r
G(T)__GM{ (7’3/R3)?/r2, R>r

Hay continuidad del campo en r = R.

e Potencial de una capa esférica de masa dm’ = 4mr?p (r') dr’

1/r r<r
ddg (r) = —Gdm " (como con masa puntual en 7= 0)
¢ 1 >r
’ (potencial constante en el interior)
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El potencial es continuo para » = 7. El campo en el interior es nulo. Es
discontinuo en 7 = 1.

6.7 Teorema de Gauss

—
. — Ca .
e Enunciado: Sea G (7”) generado por una distribucién de masa de densidad
—, . .
p (7). Sea S una superficie cerrada que encierra un volumen V', entonces

//Sa)'d?:—élﬂ'G///vp(?')dS?’

e Demostracién: Para una masa puntual m; se tiene que

G- d5 = -Gl (7-d3) = G2 (r* sin 0d0de) = —Gm,dS
r T

donde dfQ es el angulo sélido del elemento de superficie visto desde la masa
puntual. Pero, ffs d) = 0,47 segin que la masa esté fuera o dentro de
la superficie cerrada S. De aqui que haya que integrar en el teorema, sélo
las masas encerradas por S.

e Campo de una distribucién esférica de masa p (7). Sea G (T)=g(r)Ty
S, una superficie esférica de radio r

// G.d5 = 4712 g (r) = {teorema de gauss} —
Sy

g(r)= —% /// p(r)d*7" (campo de una distribucién esférica)
Ve

donde V. es la esfera de radio r encerrada por S,. El campo es equivalente
al de una masa puntual de valor igual a la masa total encerrada por S,..

e Forma diferencial del teorema de Gauss: Del teorema de Gauss y del
teorema de la divergencia tenemos

—

V.G (7)) = —47Gp (7T)

6.8 Desarrollos multipolares. Las Mareas
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e Desarrollo de la fuente extensa de potencial: Consideramos el origen de
coordenadas en la zona de la distribucién de masas y suponemos que esta
zona es pequeria comparada con la distancia al punto de influencia (' < ),

Q
S| =
—
|

Q
\
+
\

e Mareas. Desarrollo de la zona de influencia (Tierra): Consideramos el
origen de coordenadas en la zona de influencia (p.e. centro de la Tierra)
y suponemos que esta zona es pequena comparada con la distancia a la
fuente puntual (Luna), situada en el eje OX

— ~ . 2 .2
1 L dTL~?+13(dTL'T) —drpr
‘—> _>’ ~ drg 3., 2 dy, ’

con (r <drr)

e Términos multipolares del potencial ® (77) & ®g + @1 (7) + @2 (7) =
M,
by = —-G—=
0 drr,
M M
o, (7) = _GTLx:—G—2Lrsin0cos¢
drp, dry,
M M
o (7) = -G 3L (3952 — 7~2) = -G 3L r? (3 sin” 0 cos? ¢ — 1)
2d3., 2d5.
. . : : Pl -
e Términos multipolares del campo gravitatorio (G = —V‘b)
— —
Go = 0
- My — - T s
G, (7)) = G E ¢ (origina el movimiento planetario)
- — ML - — . .
Go(7T) = G5 (69& i =27 ) (origina las mareas)
2d3.,
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e Movimiento de las mareas: La Tierra gira sobre un eje aproximadamente
perpendicular al eje Tierra-Luna, por ejemplo el eje OZ, estando el Ecuador
en el plano XY. En las zonas del Ecuador con 7 = :ERT?, el campo
5)2 se dirige hacia fuera de la Tierra, mientras que para 7 = :I:RT7 el
campo se dirige hacia dentro. Por tanto, se producen dos pleamares y dos
bajamares diarios en cada zona del Ecuador. En los demds meridianos el
campo va cambiando progresivamente hasta llegar a los polos en donde
siempre actua hacia dentro.

e Intensidad de las mareas. Para llegar al equilibrio, el potencial lunar se
debe compensar con el cambio del potencial terrestre debido a la altura h

del agua:
M
Oy (7)+gh = 0 conr=Rp y g:GR—QTT:>
MR}
h = —=—T (3sin®fcos?p— 1
M, | 0=1)

En el Ecuador (6 = 7/2) , hmax —Pmin = 3M R} /2Mrds; ~ 0,5 metros!!.
Tambien habria que anadir el efecto del Sol.
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7 Colisiones y Dispersién

7.1 Colisiones elasticas

7.2 Colisiones inelédsticas

7.3 Dispersién por una esfera dura.

7.4 Seccién eficaz

7.5 Dispersiéon por un potencial central
7.6 Formula de Rutherford

7.1 Colisiones eldsticas

e Planteamiento del problema.Consideremos el proceso 14+2 — 1+2. Si no
hay fuerzas externas (conservacion del momento total):

e Condicion eldstica (conservacion de la energia cinética):

N
Resolucién de la colisién: Conociendo P y T del estado inicial y una
medida del estado final hay que determinar los momentos en el plano final
de colisién (3 ecuaciones con 3 incognitas).

i i 1cid = 0 hi in
e Sistema Laboratorio (LAB). Definicién: [P . Escribimos p'{"* =
— = fin _ —»
P1, Pio = P12 ,entonces

— —, —,
P11 = pi1+p2
71 7T TP
277’2,1 le 2m2

Se definen los dngulos de colisién 60 o de las particulas finales con respecto
a la direccién incidentede la colisién.

o Sistema Centro de Masas (CM). Definicién: P+ . Entonces

—in —in -

pP1 = —P2 =P
?{zn _ 7?51'71:?,

De la conservacién de la energa cinética tenemos, pues, que
— —, . .
|?’| =171 oloqueeslomismo p=yp

Sélo hay que determinar(medir) el dngulo de colisién 6 , asi que problema
resuelto.
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e Paso de LAB a CM: Hay que hacer un "boost" en la direccién de p'; (o
— . —
v'1) con velocidad @'y tal que

— — —
p Pt =mi (v — Vo)
— —in —
p = =Py =—M2vo
Por tanto
— mi —
Vg = ——
m1 + ma
, ma2
p = P=mM2u = U1 = ——F—DP1
my + mo
e Relacion entre 6 y 61 (estados finales):
Py Dy sin 0

tanf, = — = — =
Pie  Pe+mivg  cosf+my/mo

En la ultima igualdad se ha dividido numerador y denominador por p’.

e Angulo mdximo en LAB 07", Se obtiene que

dtan 4 mo
=0 = cosf=———=
do mi
Solo hay 07* para ma < my, con lo que
ma . m2
tan 07" = ——, sin 07" = —=
mi —m; my

e Lugar geometrico de p’; (LAB). En CM se tiene que
¥ =1;+ 7,
Sustituyendo por valores en LAB, obtenemos la circunferencia de radio R
y centro C' desplazado en el plano (p’lw,p’ly)

, 2 P
R2 = (plac - C) +p%y

donde
, ma
R = p=p=mvo=—"""p
mi + mo
mi
C = muvyy=——pn1
my + ma

e Resolucién de colisiones en LAB. Dependiendo del dato del estado final,
utilizaremos dos de las siguientes expresiones

p:z pa
T — £, 2
2maq 2me
b L\ 2 5 ,
pi = (P1—D2) =pi+p5— 2pipacoshs
b 2 p ,
ps = (P1—TD1) =pi+0]—2pipicoshy
, N2 P 5 _
pi = (P1+P2) =i +15+2p1pscos (61 + 02)
42
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia

VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

7.2 Colisiones ineldsticas

. ., . . =1 e
e Ecuaciones de consevacién sin cambio de masa (F " = ()

—

P — ?’i’n + ?én — ?{lﬂ + —)gin

donde @ es la energia disipada. jSe sigue conservando el momento, pero
no la energia cinetical

e Interpretacion de @ : Es la energia disipada en la colisién (deformacion,
calor). No disipa momento lineal.

e Propiedad de la energia disipada () : Es independiente del sistema de
referencia donde se describe la colision.

e Clasificacién de procesos inelasticos: Exotérmicos o endotérmicos segin
Q>000Q<0

e Relacién en el centro de masas. Con la misma notacién que en los procesos
eldsticos llegamos a

P’ =p" +2uQ

1w =mims/(mi +ms2) es la masa reducida.

e Relaciones entre el LAB y el CM.

ma
p=mM2Vg = V1 = —P1
my + ma
— mi —
Vo= —— V1
mi + me

v1 es la velocidad de la particula 1 en LAB. Pero ahora p # p’

sin 6
tanf) = ————
cos 0 + myvg /P
sin 07" = P
mi1vg

e Lugar geométrico de ;. Como en el caso eldstico llegamos a
, 2,
R2 = (plz - C) +p%y

donde
R=yp, C=mv
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e Coeficiente de restitucion: Es el cociente entre la celeridad relativa del
estado final con respecto al inicial

Uy —

ugin(celeridad relativa final) V1
 Uyn;(celeridad relativa inicial) |?§”i — 7’1’”|

En CM se tiene que
_r

p

e

e Propiedad: EI valor del coeficiente de restitucién es independiente del
sistema de referencia (evidente)

e Relacién de e con la energia de disipaciéon

Q=T T/ = L, (1 - )

(Dem: Comprobar previamente que P?+mimaug,; fin = 2(my+mg) T Fin)

e Casificacion de colisiones segun e
e = 1 = colisién eldstica

e = 0 = colisién completamente ineldstica

< e <1 = colisién exotérmica

e > 1 — colisién endotérmica

7.3 Dispersién por una esfera dura

e Potencial de una esfera dura

V(r) = oo para 0<r<a

= 0 para r>a
corresponde a una esfera impenetrable de masa infinita y radio a.

e Parametro de impacto s. Es la distancia desde el proyectil inicial hasta el
eje paralelo a su recorrido que pasa por el centro de la esfera.

e Angulo de dispersién 6 : Es el dangulo que se desvia el proyectil después de
colisionar con la esfera. Se tiene la siguiente relacién entre s y el dngulo
de dispersién 6 :

S = a COS —
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e Relacién entre el pardametro de impacto y la energia del proyectil (con
momento angular ! dado)
12 =m%? ;s> = (2mE) s®
Con [ fijado, se tiene que el impacto con la esfera se produce para E >
12/2ma? (s < a).

7.4 Seccidén eficaz

e Experimento de dispersién. Preparamos un haz incidente homogeneo tal
que I particulas, por unidad de superficie y tiempo, atraviesan una su-
perficie (imaginaria) perpendicular al haz, y se dirigen a una zona de
dispersién. Medimos en cada direcciéon de dispersién (6, ¢) el nimero de
particulas dispersadas, N (Q2) ,por unidad de tiempo y dngulo sélido.

e Definimos seccién eficaz diferencial do, correspondiente al dngulo sélido
dS2, a la que exponiendola al haz incidente, es atravesada por el mismo
nimero de particulas que atraviesan df2, despues de la dispersién. Por
tanto:

Ido = N (Q)dQ

e Relacion tedrica para do. Supongamos que conocemos la relacion s (6)
entre el pardmetro de impacto s y el &ngulo de dispersién 6 Las particulas
del haz que atraviesan la corona diferencial do = sdsd¢, son dispersadas
en hacia el dngulo sélido d2 = sinfdfd¢ (suponemos que no cambia el
plano ¢ de dispersién). Es decir

Isdsd¢ = N (Q) sin 0dfd¢

Por tanto
ds

do

do N (Q) s

de: I  sins

e La cantidad do/df) se llama seccién eficaz diferencial (por unidad de &n-
gulo s¢lido).La primera igualdad refleja la medida experimental. La se-
gunda la expresion tedrica

e Seccién eficaz diferencial de una esfera dura. Considerando que

S=acos—- —> @ —gsing
N 2 gl 272
obtenemos
dr_a
aa 4

Es, pues, constante para cualquier direcciéon de dispersion.
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e Seccion eficaz total 0. Hay que integrar para todo dngulo sélido. En el
caso de una esfera dura tenemos

do a? 9

e Seccion eficaz en LAB. Si la esfera dura retrocede en la dispersién (masa
finita), la relacién s (6) obtenida sigue siendo valida para el sistema CM
pero no para LAB (razonad). Para pasar a LAB tenemos que

do; = do
N (@) |du] = N ()]
De la relacion
sin 6
tanfy = ——m——
cos @ + my/mo

llegamos a

cosf + p

V14 p?+2pcosf

B ’dcos&l 1+ pcosf
dcos 6 (14 p% +2pcos 9)3/2

cosf; =

a2
dQ

donde p = my/ma.

7.5 Dispersién por un potencial central

e Parametro de impacto: queremos obtener una relacién entre s E'y 6
s=s(F,0)
para una Orbita abierta en un potencial central

e Procedimiento: Suponemos que asintéticamente U (r = oo) = 0. En-
tonces, como en e caso de la esfera dura

| = muss = svV2mE

En la ecuacién de la érbita abierta r (¢) obtenemos (haciendo r = o) el
angulo asintético ¢, (s, F). Si el pericentro de la érbita es ¢ = 0, entonces
el angulo de dispersién es

9:7T_2¢oo(SaE)
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e Caso Coulombiano:Consideramos la dispersién de una carga eléctrica Ze
(y masa m) por un nicleo pesado de carga Z e (con M = o0). El potencial
espues U (r) = ZZ €?/r.De la ecuacién de la 6rbita, para r = oo se obtiene

1
CoS Py = —
€

donde ¢ es la excentricidad de la érbita hiperbdlica

2E12

2 2= 9mEs?
m(ZZ'e?)

Para el dngulo de dispersién tenemos

sing = sin (E — ¢OO) = COS P,

2
Despejando el pardmetro de impacto s (de cos ¢_,) se obtiene
727 ¢? 0
s = cot —
2F 2

7.6 Formula de Rutherford

e Seccion eficaz diferencial para el potencial Coulombiano: Por un lado

ds| _1(zZe\ L0
9| 2\ 2B )3
Por otro lado, tenemos en cuenta que
do _ s |ds
dQ  sins |df

Sustituyendo la expresién del pardmetro de impacto

, 2
( do ) 1 (zZé 1
d) g 4\ 2E sin® 0/2

Esta es la Formula de Rutherford.

e Esta férmula sirve para nicleos sin retroceso o con retroceso en CM (en
este caso la energia se refiere a la energia relativa en CM)

e La férmula fue obtenida por Rutherford para la dispersién de particulas
« por ntcleos atémicos. Geiger y Marsden realizaron experiencias con
particulas « sobre ldminas de oro. Las desviaciones de la férmula a grandes
valores de 0 (pequefios s) permiten acotar el radio nuclear (< 3 x 10~ 2cm)

e Para § = 0 la formula de Rutherford presenta una singularidad. Esto
indica que estamos ante una interaccién de largo alcance. "Para observar
particulas dispersadas en la direccién hacia delante debemos exponer una
seccién eficaz infinita"
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8 Relatividad especial

8.1 Transformaciones de Galileo.

8.2 Transformaciones de Lorentz.

8.3 Consecuencias de las TL.

8.4 Intervalos espacio temporales.

8.5 Transformacion de velocidades. Cuadrivelocidad
8.6 Cuadrivectores

8.7 Cuadrivector Energia-Momento.

8.8 Fuerza de Minkowski. Lagrangiano Relativista
8.9 Colisiones Relativistas.

8.10 Invariantes de la colisién a +b — 1 + 2.

8.11 Ejemplos.

8.1 Transformaciones de Galileo

e Transformaciones de Galileo: Sean dos sistemas de referencia inerciales S y
S’, tales que el segundo se mueve paralelamente con velocidad V' respecto
del primero en la direccién del eje OZ.Si en un instante inicial ambos
coinciden se tiene la siguiente transformacién de coordenadas (transfor-
macién de Galileo) para un deteminado punto P del espacio, que respetan
la mecénica Newtoniana

T=a
y=y
z=2Z4+Vt
t=1t

Notar que el tiempo es el mismo para los dos sitemas de referencia iner-
ciales

e La transformaciéon de Galileo mas general implica origenes distintos en
t =t=0y ejes girados

—

t+RT” }
¢

T =T+
t:

e Transformacién de velocidades. En S W = d7 /dt y en S* W' = d77/dt,

por tanto
Uy = Uy
Uy = Uy
U, =u, +V

No hay, por tanto, limite para la velocidad de un mévil.
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e Diagramas espacio temporales. Para representar las transformaciones de
Galileo hay que desdoblar el eje temporal. (Las transformaciones son
lineales pero no son ortogonales)

8.2 Transformaciones de Lorentz

e Los principios de la relativilad especial son:

1. Las leyes de la fisica son las mismas en cualquier sistema de referencia
inercial

2. Existe una velocidad limite, la de la luz en el vacio ¢, que es indepen-
diente del sistema de referencia inercial en que se mida. (En contra de

Galileo)
e Consideramos las siguientes transformaciones lineales en el espacio tiempo
z=a
y=y

7 =7, (¢+at)
t =7,(bz'+ 1)
con las siguientes condiciones:

a) El origen O de S (z = 0) corresponde a 2’ = —Vt visto desde S’, por
tanto
a=V

b) El origen O” de S” (2= 0) corresponde a z = V', visto desde S, por
tanto
Yo = Vo =7
¢) Un rayo de luz a lo largo de Z, Z” corresponde a z = ¢t , 2= ct, donde
c es la velocidad de la luz en el vacio. Se tiene, pues
b=V/c?

d) Las transformaciones inversas corresponden al cambio V. = -V |

con lo que
1

T oV

e Espacio de Minkowski: Es el espacio de sucesos espacio-temporales (ct, 7).
Las transformaciones de Lorentz en este espacio-tiempo son

T=a
y=y
z =7 (Z+ Bct)
ct = y(B2'+ ct)

donde 8 = V/c. Las relaciones inversas son analogas, cambiando 5 por

—B.
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e Invariante en espacio de Minkowski. Se tiene que

A B B B R T

e Las transformaciones de Lorentz se pueden representar por medio de un
desdoblamiento de ejes "ortogonales cruzados" (ct, 2) , (ct, z) con la misma
bisectriz z = ct, 2= ct| ya que

At? + 2 = 2P + 22

El desdoblamiento subtiende un éngulo «, tal que, sina = 3

8.3 Consecuencias de las TL

e Contraccion de longitudes: Definimos longitud como la medida simultanea
de dos posiciones. Sea Licp = Z2rep — Zirep 1a medida de dos posiciones
en reposo en el sistema S’. Si medimos, en movimiento, estas posiciones
en el instante ¢ desde S, tenemos (de las T L)

L,'rep = Z’Qrep - Z/l'rep =7 (ZQmov - Zlmov) = YLov
Analogamente

Lrep = Z2rep — Rlrep = 7 (Z,Zmov - Z,lmou) = 'YL,m,ov
Como v > 1, tenemos la contraccion de longitudes medidas en movimiento.

e Dilatacién temporal: Llamaremos tiempo propio 7 al tiempo medido desde
una posicion fija. Asi pues, para dos medidas de tiempo desde una posicién
fija en S” tenemos ( de las T L)

c(ta —t1) =ve (o — 11)

Es decir,
At = yAT
Analogamente,
At'=~vAT
Esto es la dilatacién temporal de un reloj fijo respecto de un reloj en
movimiento.

e La paradoja de los gemelos: Sea un gemelo B viajando en el espacio que
parte y vuelve a la posicién A de otro gemelo fijo en un sistema inercial.
El tiempo transcurrido para el gemelo B es

TB:/dTB:/\/Wdt<TA

siendo T4 el tiempo transcurrido en el reloj del gemelo A. jEl gemelo B
vuelve mas joven!
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8.4 Intervalos espacio temporales

. . — —
e Transformacion de intervalos: Sean dos sucesos (ct1, 71) y (cta, 72) en el
sistema S. Tenemos

Az = Ax

Ay = Ay
Az =y (AZ+ BeAt)
cAt = y(BAZ + cAl)

e Conservacién de la norma: El cuadrivector (cAt, Az, Ay, Az) conserva la
norma en el espacio de Minkowski

As® = A (A — (Az) = (Ay)® — (Az)?
= A (AY — (A) — (AyY)® — (A2)? = AS?

El intervalo As? es pues invariante relativista.

e Clasificacién de intervalos:
1) Intervalo tipo luz As? = 0. Se conecta por sefiales luminosas

2) Intervalo temporal As? > 0. Se conecta por sefiales que viajan a
velocidad menor que ¢ (intervalos causales)

3) Intervalos espaciales As? < 0 no se pueden conectar mediante sefiales
(intervalos no causales)

e Cono de luz: Con dos dimensiones espaciales, dado un suceso, los sucesos
que verifican la condicién

& (A = (Az)  (Ay)?
forman el cono de luz de dicho suceso.

e Pasado y futuro causal. Para un suceso se tiene que

Pasado: As? >0, At<0
Futuro: As’>0, At>0

Los sucesos causales en un sistema S son tambien causales es S” y conser-
van el signo del intervalo temporal (principio de causalidad). Un suceso no
causal no tiene porque conservar el signo del intervalo temporal (razonar
con diagramas de espacio-tiempo)

8,.3 Eransformacion de velocidades. Cuadrive-
locida

o1
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e Transformaciones de Lorentz en forma diferencial
dr = do’
dy = dy
dz = 7y (dz'+ Bedt)
cdt = v(Bdz + cdt)

e Transformacion de velocidades. Definimos w, = dz/dt, u, = da/dt; etc.
Dividimos las tres primeras transformaciones por la tercera, entonces
S Uy, y " — uw, +V
DYy (1 VL) T 1+ VL2

Para V/c, u/c — 0, recuperamos las transformaciones de Galileo.

e Suma de velocidades. Sea el sistema S”” moviendose con velocidad V5
respecto de S, que a su vez se mueve con velocidad V7 con respecto de S
(segun ejes Z). La velocidad V3 de S”” respecto de S es, por tanto

Vo+ Wi

Vo= 21771
P 1/

(de la transformacion de w, identificar u, = V3, u, = Vo, V =V;). Notar
que Vi =Vo=c = V3 =c

e Intervalo diferencial. Tenemos que
ds? 2 (dt)? — (dr)? = 2 (dt)* (1 —u?/?) = 2 (dt)* /7 (w)

= invariante

donde v (u) = 1/4/1 — u?/c?, entonces
dt dt ds . . . .
——— = —— = — = Invariante tiempo propio
() (W) e
El tiempo propio de un objeto en movimiento es independiente del sistema
de referencia respecto del que se mueve.

e Cuadrivector velocidad. Dado el cuadrivector espacio-temporal z# =
(ct,z,y, z), definimos la cuadrivelocidad u* como dz#/dr, es decir
dxt

ut = dr = ’7(“’) (Ca uamuyvU'Z)

e Transformacion de la cuadrivelocidad. Como d7 es invariante, las compo-
nentes de u* se transforman como las de dz*, es decir
Y () ug =y (u) U
v () uy = (u) Uy
7 () uz =y (v) (v + fe)
7 (w) € = vy () (B, + )

Notar que v = v (V') . Estas transformaciones son equivalentes a las trans-
formaciones de las velocidades.
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e Cuadriaceleracién. Analogamente definimos

u dut dut
T T
En terminos de la aceleracién ordinaria @ = du /dt se puede comprobar
que
— — — —
o= (MR Tyt ) T

8.6 Cuadrivectores

e Definicion. Llamamos cuadrivector v = (vo, v) a un conjuto de cuatro
componentes que al cambiar de sistema de referencia inercial se transfor-
man segun las transformaciones de Lorentz. Es decir,

ot = AL Y

con indice v sumado de 1 a 4 y donde

v 0 0 By
0 00 O
B
Ay = 0 00 O
=By 0 0 o
La matriz A¥ se llama transformacion de Lorentz (en el espacio de cuadrivec-

tores)

e Producto escalar de cuadrivectores. Dados dos cuadrivectores v* y w#
definimos elproducto escalar en el espacio de Minkowski como

vew = v'wg,,

donde
1 0 0 0
o -1 0 o0
9w =10 0 -1 0
0 0 0 -1

La matriz g, se llama metrica de Minkowski.

e Cuadrivector covariante. Dado v* de finimos el correspondiente cuadrivec-
tor covariante v, (con indices abajo) como
v 0 -
O = guv” = (°, =)
Es decir el que cambia el signo de las componentes espaciales. El producto
escalar se puede expresar como

veow = v'w, =v,wt = 0w — vyw, — VyWy — VW,
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e Propiedad/definicién de una transformacién de Lorentz: Es toda transfor-
macion en el espacio de Minkowski que mantiene invariante el producto
escalar de dos cuadrivectores.

8.7 Cuadrivector Energia-Momento

e Mantenemos el concepto de cantidad de movimiento (momento) asociado
a un sistema dindmico como "la cantidad cinématica que cambia debido a
las fuerzas externas". Si no hay fuerzas externas no habra cambio de mo-
mento del sistema en ningtin sistema inercial. Por ejemplo, sea un sistema

de particulas en la referencia inercial S, con momento total P =" P a
En dos 1nbtanteb dlferenteb inicial y ﬁnal si no hay fuerzas externas, ten-

dremos que Pmmaz P final €N cualquier sistema de referencia inercial.

e Consideremos una colisién eldstica de dos particulas. Con la definicién
. — — .
Newtoniana de momento, p° = m u, supongamos que en un sistema
inercial S se cumple que

— fin

M ma W = my )"+ my fm

En otro sistema inercial 57 si las transformaciones de velocidades fuesen
las de Galileo (generales) tendriamos

—sini —sin y —s
miRuY" + maRuy™ —mlRuﬂ"—Fm’R fm

donde R es una rotaciéon. Como R es una transformacion lineal de la
velocidad podemos escribir

Rimy @y +me 5" = Rm @] +mawf™)
con lo que

— — -, —, —, -,
Pinicial = Pfinal — RPinicial = RPfinal - Pinicial = Pfinal

e Segun Lorentz, las transformaciones de las velocidades no son lineales.
Pero si lo son las transformaciones de las cuadrivelocidades. Por tanto,
para que se respete la conservacién del momento de un sistema de particu-
las al pasar de un sistema de un sistema inercial a otro, definimos el cuad-
rimomento relativista

P = mout
N
= my(u)(c, )

El trimomento relativista es pues

— —
p=my(u)u
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iPero hay que hablar de conservacién del cuadrimomento, no solo del tri-
momento!. De esta manera

PM

final

PM

inicial —

—>*Pf

nicial —

=% Pl;lnal - Pﬂ;nzczal Pﬂfinal
que es lo que pretendiamos.

e Para interpretar la componente temporal del cuadriomento, definimos la
energfa relativista como

E = cp® = my(u)c?

Haciendo el desarrollo no relativista v(u) ~ 1 + 1u?/c* tenemos

1
E:m62—|—§m uw=Ey+Tnr
donde Ty g es la energia cinética no relativista. Definimos
Ey = mc* Energia en reposo
Tr = FE — Fy: Energfa cinetica relavista

e Del invariante relativista ptp, = m?2c? se obtiene la relacién fundamental

entre el trimomento y la energia relativista

E? = 7% + m2ct

e Para particulas sin masa m =0

N
E=|plec
Teniendo en cuenta las expresiones del trimomento y de la energia, ten-
emos que
= 2=
E=[p|c/|u]
con lo que
N
m=0—|u|=c

i8 Fuerza de Minkowski.
agrangiano Relativista

e La generalizacién de la segunda ley de Newton para particulas relativistas,
manteniendo la definicién de fuerza, es

%)
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e Definimos la fuerza covariante de Minkowski F* como sigue

' _

— fm
dr

donde 7 es el tiempo propio de la particula en movimiento.

e Las componentes de F'* son

=]
=)

Pt = % (my(u)e, P) = v(u) ( C 17))

donde se ha utilizado la identidad

y(u)c% — 7@)7 . %

obtenida derivando la relacién invariante u*u, = 2.

e La generalizacién de la ley de Newton para una particula relativista con
fuerzas que derivan de un potencial, se puede obtener aplicando las ecua-
ciones de Euler-Lagrange al siguiente Lagrangiano

V1= View) = —me ()~ Vi)

L(zg,ur) = —mc
donde Fy, = —0V/0xy,

e Podemos definir un principio de minima accién a partir de

A= /L(xk,uk)dtz /LR(xk,uk)dT

donde Lp(zg,ur) es el lagrangiano manifiestamente covariante, definido
como sigue

1
Lg(xn, ug) = —mc® — “uVu

siendo V,, = (V(zs), 6)) un cuadripotencial cuya componentes espaciales
son nulas.

e Para una particula de carga e en un campo electromagnético el cuadripo-
—
tencial es A* = e(®(zy), A(zx)) , con lo que

[ wr WA
L(zp,up) = —mc?(/1 — — —eb+te
c c

Teniendo en cuenta las ecuaciones de Maxwell

N
T 10A —

- _vVo--22 B-Vx4
c Ot
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y aplicando Euler-Lagrange, se llega a la ecuacién de movimiento

dp 1 - —

l:e ?+77XB EFLorentz

dt c
Aparece, asi, la fuerza de Lorentz para una particula cargada en un campo
electromagnético.

8.9 Colisiones Relativistas

e Consideremos la colision
at+b—1+2+---

con masas m; distintas, en general. De la conservacén del cuadrimomento

total tenemos
E,+E,=FE+FEy+---
Pat+tPo=P1+ P2+

donde E? = P2 +m? (utilizamos la convencién dimensional ¢ = 1)

e Notar que el formalismo relativista no distingue entre colisiones eldsticas
e ineldsticas. El balance de energia cinética se compensa con el balance
de masas al cuadrado)

mZ2+mj — (mi +mi+-) =Tig+Ter+ - — (Tur + Tyr)
(recordar ¢ = 1) donde Tg es la energia cinética relativista.

e Ejemplo. Considerar el proceso de fusién nuclear del deuterio con el tritio
para obtener helio y neutrones

H+ 3H — *He+n

con las siguientes masas: mog = 2.00m,, mzy = 2.99m,, my. = 3.97m,,
y m, = m,, siendo la masa del proton m, = 1.67 x 10—27 Kg. Haciendo
reaccionar 2.00 g de deuterio con 2.99 g de tritio, es decir Ny = 6.02x 1023
nucleos de cada se liberan 0.02 x 1073 x ¢ = 0.18 Julios (~ medio millén
de Kw.h)

e Colisién a dos particulas a + b — 1 + 2 en CM. Por definicién de CM:
— — — — — —s, . —
Dao=—-DPpb =D y P1=—p2 = p. Entonces, conociendo |p| , a
partir de las ecuaciones de conservacién del cuadrimomento total, podemos
obtener las energias de las particulas del proceso (las masas se suponen
conocidas). Tambien podemos obtener |p{. Si conocemos el dngulo de
colisién # podremos obtener el trimomento p”.
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e Colisién a dos particulas a +b — 1 +2 en LAB. En este caso pp =0 .
Conociendo | p,| y un dato del estado final, | ;| o 6; , podemos obtener
a partir de las ecuaciones de conservacién del cuadrimomento total todas
las energfas, trimomentos y angulos del proceso de colisién.

e Paso del CM al LAB. Recordando que

Pl = my(wu
E = my(u)c
la velocidad V' que pasa del sitema CM al LAB es

_
i

V= g

donde |P'| y Ebc M son el médulo del trimomento y la energfa de la particula
b en CM. (notar ¢ =1)

8.10 Invariantes de colisién

e Para el proceso de colisién a+b — 1+2 de finimos las siguientes cantidades
invariantes relativistas

2 2
s = (pa+p)” = (p1+Dp2)
2 2
t = (Pa—11)" = (P2 —pb)
donde pg, Py, p1, p2 son los cuadrimomentos de las particulas que inter-
vienen en el proceso de colisién. Conocido el valor de los invariantes,
podemos obtener las energias y trimomentos tanto en CM como en LAB.

Para ello hay que recordar que el producto escalar de dos cuadrivectores

€s
—

a-b=a'b, = (a°, @) - (bo,?) -7 b
Notar que para un cuadrimomento se tiene
p? = E? P2 =m?
e Invariante s en CM. Tenemos
s= (BSV + BPM, 6)2 — (ESM 4 EEM)Y?

Por tanto, el valor de s coincide con la energfa total al cuadrado en el CM.
De las relaciones

Vs = EJM 4+ EM
2 2 CM\2 CM\2 CcCM CM
mi—my = (ESM) = (ByM) =Vs (BSY + EyM)
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obtenemos

1 1
ECM — =—
2¢/s 2¢/s
De estas energias se obtiene |7’|. Analogamente se obtienen
—,
y P71

(S—I—mz—mg), EFM s—mg—&—mg)

CcM CM
El ’ E2

e Invariante t en CM. Tenemos

t = P2+~ 2pa D
= m2+mi—2ESMESM 4 2|7 || cos b

De esta relacion se obtiene el dngulo de colisién 6

e Invariante s en LAB. Tenemos

s = pa+p;+2pa-pe
= m2+mi+2ELPm
Por tanto,
1
LAB
E = 2 (s —m?2 — mf)

y de aqui se obtiene | D LAB’

e Invariante ¢ en LAB. Tenemos

t = p3+pi—2pa-pe
m2 +mi — 2EX48m,

Por tanto,

1
A

LAB| Con los valores de |p

y de aqui se obtiene |p
podemos obtener | D1 AB| 01y 0s.

LAB| y |§>LAB’

8.11 Ejemplos

e Energia minima de los positrones en el LAB (energfa umbral) sobre elec-
trones para que se produzcan dos piones: e™ + e~ — 7t + 7. El valor

Eéﬁnﬁn se corresponde con Spyin
CM cM
Smin = (p,r+ + Pr— )mln = (Eﬂ. + E )mln = 4m72T
Por tanto,
1 4m?2 — 2m?
LAB 2 2 n -
Ee+1111n = MM (Smin —Mey — me—) = Te
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e Energia maxima del fotén en la desintegracién en reposo (CM=LAB) de
la particula n: n — v+ 7" 4+ 7~. Consideremos el sistema de referencia
CM;j2 que corresponde al centro de masas de los dos piones. Definimos el
. . 2 2
invariante s12 = (Pr4 +pr—)” = (py — py)~. Por un lado

2 2 2 LAB
s12 = (py —py)” = my +m5 — 2my B

Por otro lado

2
2 CcM CcM 2
S12min = (Prt + Pr—)nin = (EﬂJr i 2 12>min = A
asi que
2 2
ELAB _ my — Amy
ymax 2m2
n

donde hemos considerado que m., = 0.

e Angulo minimo de los dos fotones procedentes de la desintegracién en vuelo
de un pién neutro, 7 — v + 7. De la conservacién del cuadrimomento
p2 = (p1 + p2)” obtenemos

0
m?2 = 2F, By (1 — cos0) = 4F, By sin® 3

Por tanto,
emin 2
sin? = M
2 4 (El E2)max
Pero (E1E2)max = E1 (E — El)max — E1 = E2 = Eﬂ-/2 — (ElEQ)max =
E?T/4
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9 Sistemas no Inerciales

9.1 Velocidad angular instanténea.

9.2 Teorema de Coriolis.

9.3 Movimiento en la Superficie Terrestre.
9.4 Caida Libre. Desviacién hacia el Este.
9.5 Péndulo de Foucault.

9.1 Velocidad angular instantdnea

e Sea Sy = {0y, x1,yr5, 21} un sistema de referencia inercial y S = {O, z,y, z}
un sistema de referencia mévil, desde el cual queremos describir la dindmica
de un cuerpo no relativista..Tanto el origen O como la orientacién del sis-
tema movil cambian con el tiempo.

e Tendremos, por un lado

— —
0,0 =R (t)

Por otro lado, expresamos la variacion del sistema movil (con respecto al
sistema inercial) en terminos de la propia referencia maévil

di — — —
— = a1 i +aiz2 j +azk
dt
=,
dj — — —
—— = a1 % +azx j +ask
dt
-,
dk — — —
o as1t +asx j +aszk

— = —
donde ¢, j, k son los vectores unitarios de la referencia mévil.

. . - - = - — .
e Diferenciando las condiciones ¢ - ¢ =1, ¢ - 5 =0, etc.,se obtiene que

ai1 = az =az3 =0

Qg —Qji, 7’7.7 = 17273

e Se define el vector velocidad angular instantdnea w () como

— - - -
w = w1t +we J +wsk
—- — -
= ax3t +az j +ank
de esta forma
dT —
=W X i ,etc.
dt
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Cambio de un vector fijo XO en S

—
dA07_> -

7 =w x A,

—
. . . .2 — 2
es decir A, "gira" un angulo # alrededor de la direcciéon de W a razén de

‘;—f = w , de ahi el nombre de velocidad angular instantdnea.

. — — — -
Cambio de un vector A = A1 i + Ay j + A3z k que varia a su vez con
respecto a S
— —
dA A

N —
—_— = — A
a e T
donde .
0A dA1 e dA2 d dA3 -
e L
st~ @ T T T
es decir, % representa el cambio de A "visto" desde el sistema mdévil

9.2 Teorema de Coriolis

Sea un punto P que se mueve en el espacio con vector de posicién T s
. . . — . s . .
respecto del sistema inercial y 7 respecto del sistema mdvil. Se tiene,
pues, que
_
Trt) =7 )+ R(t)

Derivando con respecto al tiempo tenemos

dR

Vi) =T () + W x T + ——

dt
donde ¥'; es la velocidad respecto del sistema inercial y v = % es la
velocidad "vista" desde el sistema maévil.

Volviendo a derivar tenemos
&R
dt?

L]
— — — = s = — — =
A= +2U0 XV +WUW X7+ X (wWx7T)+

Este resultado se conoce como teorema de Coriolis.

Notar que
_ . .
a7 = aceleracién inercial
5—)
— v ., ) . ..
a = 5 = aceleracién desde el sistema mavil
— —
KN dw 6w ., . .
w = —— = — = aceleracién angular instantdnea
dt ot
2—)
d*R .,
e = aceleracién de arrastre
— — .2 c s
2w x v = aceleracién de Coriolis
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La aceleracion de Coriolis s6lo se pone de manifiesto si el punto P se mueve
respecto del sistema moévil.

e Segunda ley de Newton desde un sistema no inercial (movil). Considere-

—_
mos un campo de fuerzas externo F' , entonces, para un punto material

de masa m tendremos
2—>
o°r —

m W F efec
donde

2R
a2

Fefee=F -m 20 x T+ W x T+ x (W x7)+

e Aparecen las siguientes fuerzas "ficticias" en el sistema de referencia movil

—

— — = .
Foientr = —m w x (W x 7)) = fuerza centrifuga
_) ]
= = .
Foime = —mw X 7 = fuerza azimutal
2—)
- d*R
Forrast = —m proa fuerza de arrastre
= — — . .
Fioorioe = —2m w x v = fuerza de Coriolis

— —
e Nota: Si R gira con velocidad angular €2 entonces

dgﬁ S S5 = - =
gz :QXR+Q><(Q><R)

9.3 Movimiento en la Superficie Terrestre.

e Elegimos el sistema inercial fijo St con origen Oy en el centro de la Tierra
y el sistema mévil S con origen O en un punto de la superficie terrestre,
girando con ella. Elegimos los ejes mdéviles tal que Ox apunta hacia el
Este, Oy hacia el Norte y Oz hacia arriba (y hacia abajo pasando por
el centro de la Tierra, supuesta esférica). Tanto ]_%)T (t) = OI—O) como
el sistema de referencia movil giran con la velocidad angular de rotacién
terrestre wr, alrededor del eje Norte-Sur, con magnitud (constante)

27
~ " —0.73x107* rad
YT = 4 % 3600 rad/s
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N
e Considerando la gravedad ¢ en la superficie y otras fuerzas F", la segunda
ley de Newton para un una masa m es
87
m
52

- —
= F'—mgk
—m[QUTX?}—FwTX(E}TX?)—FwTX (’L_U>T><T%)T>:|

para r << R, podemos despreciar la fuerza centrifuga del teorema de
Coriolis frente a la fuerza centifuga de arrastre.

e Definimos la fuerza de gravedad efectiva como

— —
?efec = _gk - E)T X (E)T X RT)
con lo que
62? =9 — — —
mﬁ =F'+mygecpec—2mwWr X v

Aparte de fuerzas externas y gravedad efectiva nos queda, pues, la fuerza
de Coriolis. La magnitud de la gravedad efectiva depende de la latitud
terrestre.

e Nota. Con la definicién de gravedad efectiva podemos cambiar ligeramente
la orientacién del sistema de referencia mévil de manera que el eje Oz
coincida con la direccién de la gravedad efectiva. Esta direccién coincide
con la de una plomada, que no se dirige hacia el centro de la Tierra, es
decir, no coincide exactamente con la perperdicular a la superficie.

—

?)efec = —Yefec k

e Nota. En un punto de colatitud § = §—lat.N= Z+lat.S la desviacién de la
plomada respecto de la perpendicular subtiende un dngulo de (w%RT sin 0) /g ~
(0.03sin6) /g

e En funcion de la colatitud, la velocidad angular terrestre se puede escribir
como _ -
Wr = (wrsin®) j + (wrcosh) k

La fuerza de Coriolis es entones
= — =
FCoriol = —2m wr X U

L

= 2m wr |(vycosf —v,sinf) i
— o
—vzcosf j +ugsinf k

Para un movimiento en la superficie terrestre, las desviaciones debidas a
Coriolis son en sentido de las agujas del reloj en el hemisferio norte y en
sentido contrario en el hemisferio sur.
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9.4 Caida Libre. Desviacion hacia el Este

e Para la caida libre de un cuerpo de masa m tenemos

87 —
m(;? = —Mygefec k

En términos de las componentes vectoriales

— —
—2mwr X v

= 2wy (§cosh — Zsinb)
= —2wrX cosf
= —Gefec + 2wrising

I

Hemos utilizado la notacién de derivacién % = Z,etc.

e En aproximacién de orden cero, hacemos wr = 0 con lo que

53(0) = 0
bop = 0
%(()) = _gefect

e Sustituyendo esta solucién en los segundos miembros de las ecuaciones de
movimiento e integrandolas tenemos la solucién de orden uno

wr .
Ty = ?gefect?’ sin 6
Yya) = 0
1 2
Z(1) = 7§gefect +h

donde h es la altura de caida

e El tiempo de caida corresponde a z(1) = 0, es decir, tcqida = V2h/gesee,
con lo que

2h’LUT 2h
Z(1)caida = 3

sin 6
YGefec

Esta es la desviacién hacia el Este (tanto en el hemisferio norte como en
el hemisferio sur)

9.5 Péndulo de Foucault

e La fuerza de Coriolis en la superficie de la Tierra hace que el plano de os-
cilacién de un péndulo gire sobre su eje de oscilacién debido al movimiento
de rotacién de aquella (Jean Foucault, 1851). En el hemisferio Norte, el
péndulo gira en el sentido de las agujas del reloj, mientras que en el hem-
isferio Sur lo hace en el sentido contrario.
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e Considerando el movimiento de la "lenteja" del péndulo en el plano zy ,
la fuerza que mueve el péndulo es

F= —mgef‘C?, con T =z + y7

Nos olvidamos del movimiento en el eje Oz.

e Considerando, ademsds, la fuerza de Coriolis en el plano zy , tenemos las
siguientes ecuaciones de movimiento acopladas

7 — 2wrcos O + gezecx =0

Y + 2wrX cosf + Le}:ecy = 0

Definiendo la variable compleja ( = x+1iy, obtenemos la siguiente ecuacion
diferencial de lineal de segundo orden de una variable compleja

.C.*Z'(Q’ZUTCOSQ)&+ %C:O

e La solucién del movimiento se obtiene por los métodos usuales de resolu-
cién de ecuaciones diferenciales, resultando

C(t) = Aemi(wr cosOt o < %t + ¢>

donde A y ¢ son constantes de integracién. en la raiz cuadrada del argu-
mento del coseno se ha considerado la aproximacion w% << Gefec/L.Los
movimientos z (t) e y (t) son las partes real e imaginaria de la solucién

().

e El periodo usual de oscilacién del péndulo es, pues, T = 27+ /L/gefec,
mientras que la amplitud en los ejes = e y varia periodicamente con periodo

2

T wr |cos 8]

Este es el periodo del giro del péndulo. En el Ecuador no hay giro, mientras
que en los Polos el periodo de giro es el de rotacién de la Tierra
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10 Cinemadtica y Dindmica del
Sélido

10.1 Definicion y Grados de Libertad.

10.2 Rotacién y Velocidad angular del sélido.
10.3 Rotacién y angulos de Euler.

10.4 Velocidad angular y dngulos de Euler.
10.5 Energia cinética del sé6lido: Tensor de inercia.
10.6 Estudio del Tensor de inercia

10.7 Movimiento del sélido.

10.8 Ecuaciones de Euler.

10.9 Soluciones estables del sélido libre.
10.10 Movimiento general del sélido libre.
10.11 Peonza simétrica libre.

10.12 Peonza simétrica pesada.

10.1 Definicién y Grados de Libertad

e Definimos un sélido rigido como un sistema de puntos materiales (discreto
o continuo) tal que la posicion relativa entre ellos permanece invariable.

e Sistema de referencia ligado al sélido: Sea S = OXYZ un sistema de
referencia inercial. Definimos el sistema de referencia S = OXY'Z tal
que, los puntos del sélido, en su movimiento, mantienen sus coordenadas
fijas de €él. Es decir este sistema de referencia se mueve con el sélido. En
un determinado instante ¢ , sean 7 (t) y 7(t) los vectores de posicién
de un punto del sélido respecto del sistema inercial y del ligado al sélido,
respectivamente. Entonces

Tt) = R(t) + T

— — —, .
donde R(t) = OO. Notar que las componentes del vector 7 (t) cambian
respecto del sistama inercial.

e Descomposicién del movimiento del sélido (Euler-Chasles): Consideremos
una rotacién R(¢) una rotacién que nos "gira" la orientacién del sistema
Sen t = 0 a la orientacién de S”en ¢t. De esta manera, para cada punto
del sélido podemos escribir

(1) = R(t) +R(t) {7t = 0)}

Es decir, el movimiento del sélido se puede descomponer como una translaciéon
(que no cambia la orientacién) mas una rotacién. Segiin esta descomposi-
cioén, el movimiento de un sélido rigido tiene seis grados de libertad. Tres
translacionales y tres rotacionales
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e Recordemos las siguientes propiedades de una matriz de rotacién
R'TR =RR T=I
R = R
det R = +1

10.2 Rotacién y Velocidad angular del
solido
e El cambio de los vectores unitarios del sistema de referencia ligado al sélido

—>
€; lo podemos expresar como

—
dei

dt

:sz?,u iaj:1a2a3

. . . . . . . —>
con indice ¢ sumado (repetido en el mismo miembro de la igualdad), €7
— — —

i,k y
0 w3 — W2
Wij = —Ws 0 w1
Wo — W1 0
—_
w = (w17w27w3)

siendo w la velocidad angular instantanea del sistema de referencia ligado
al sélido.

e Tenemos en cuenta que
€i(t)=R(t)€; = Ri;(t)€;

donde R;; son los elementos de matriz de R y €’; son los vectores unitarios

del sistema de referencia inercial. Entonces, derivando

i 7 T — SmT | —
= Rinjk [ (RR )ik €L
con indices j, k sumados

e Obtenemos, pues, la siguiente relacién entre la rotacién del sélido y su
velocidad angular instantdnea

Wi = (RRT);;

Notar que RRT =1 asegura que RR7 es antisimétrica, como debe ser.

68

Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia
VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

10.3 Rotacion y angulos de Euler

e Queremos describir una rotacién que nos lleve de la orientacién del sistema,
de referencia inercial S a la del sistema ligado al sélido S. Para ello
definimos la linea de nodos x1 como la interseccién de los planos zy y x¥.
Ahora, definimos las siguientes rotaciones con ejes definidos

R, (eje 2) TYZ — T1Y12 con ¢ € [0,2r] (precesion)
Ro(eje x1) zT1y12 — T1Y27 con 6 € [0, 7] (nutacion)
Ry (eje 2) z1Yy27 — Yz con ¢ € [0,2m] (espin)
¢,0,1 son los angulos de Euler
e Explicitamente tenemos
— - -
KR! KA cos¢p sing 0 2
i1 | =Rg | 7 =| —sing cos¢ 0 j
T % 0 0 1 %
21 R 1 0 0 21
jo | =Rg j1 | =11 0 cosf sinf i1
— — . —
Lk A 0 —sinf cos6 L
—, - —
KA L1 cosy siny 0 iR
i1 =Ry| 42 | =] —siny cosyp 0 ja
= — —
L’ L’ 0 0 1 L’
e La rotacién R(¢,60,1¢): S — S es pues
R(g,0,7) = RyRgRy
cocyy — spclsy socy + coclsyy  sOsy
= —cosy — spchcy  —spsy + copclcyy  sfcyp
s¢sl —cpsh ch

10.4 Velocidad angular y dngulos de Euler

e Recordemos la relacion .
W(t) = R(t)RT (¢)

donde
R = RyRyRy
R = R¢R9R¢ + Rd,f&gR(ﬁ + Rd)RgRqﬁ
T _ TrpTnT
R = R¢ Ry Rw
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Teniendo en cuenta la propiedad RR” = I obtenemos
RR” = RyRY + Ry (RoRT ) RE + RyRy (R4RY ) RIR

e Haciendo operaciones con la expresién anterior, obtenemos las compo-
nentes de la velocidad angular instantdnea del sélido

wy = ésin@sinw—&—écosw
wy = (}Ssinﬂcoszbfésinw
w3 = (.bcose—f—{p

Estas son las compoentes de W en la base de referencia ligada al sélido.

e La velocidad angular instantanea del sélido se puede descomponer como
suma de tres velocidades angulares instantaneas: la de precesién, la de
nutacién y la de espin

T=d+0+0¢

En efecto, usando las matrices de rotacién asociadas a los angulos de Euler

tenemos
N °«— . — —
0 = 0i;= 0(costy i'—siny j)
L) *—> . - — —
¢ = ok = ¢(sinfsiny i’+sinfcosyp j'—cosl k)
1Y o« —
v = Yk

Tambien podemos expresar estas velocidades angulares en la base inercial.

10.5 Energia cinética del sélido:
Tensor de inercia

—
3 213 . . . —
e Consideremos un sélido discreto con masas m,, y posiciones ', = R +
—> . sy
. La energfa cinética es entonces

1 .2

T = §Zma7>a
1. =2 N - 1 .2
— , =
= SME +ME- (@ x Rou) +5 Y maT

N
Si no hay movimiento de translacién, R = 0 , sélo sobrevive el 1ltimo
término, que corresponde, pues, a la energfa cinetica de rotacién
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— — — —
e Teniendo en cuenta la propiedad del algebra vectorial (A X B) . (C X D) =
- = - = — = - =
(A . C) (B : D) - (A . D) (B . C’) ,la energfa cinética de rotacién del
sélido se puede escribir como sigue

. 2

1 ; 1 ,
iz:ma?a = Ezma(ﬁ) X ?a)2
« «
1 ; .
= 5 Z ma(7§6ij — rairaj)wiwj
[eY

con indices %, j sumados.

e Definimos el tensor de Inercia I aquel cuyas elementos de matriz en la base
ligada al sélido son

—2 , ,
Lj =Y ma(T%05 — rair'a)
«
En notacién matricial, la energfa cinetica de rotacién es

1
TT’Ot = §—>TI[ E)

e Tenemos los siguientes casos particulares de interés: a) Si O' = CM

entonces
)

1 1

2
b) Si O’es fijo (no hay translacién) entonces

T =

1
T = §E’THO»E’

e Para el momento angular total del sélido podemos hacer un desarrollo
similar alde la energfa cinetica. Encontramos

— - % -, N N
L=M|RxRcu+ Reu x R | +1Iow
—
a) SiO=CM (Reym =0)
— — N N
L =MRcy X Roy + oy w

KR
b) Si O'esta fijo (R

0)
— - = N
L =MR X Ropy +Ilow
— N
Notar que, el momento lineal del sélido es siempre P = M Rpy. Cuando
—
O esta fijo se puede elegir O = O’ con lo que L = Ipow
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10.6 Estudio del Tensor de inercia

e Escribamos explicitamente los elementos de matriz del tensor de inercia
en la base del sélido

SamMa(Ye +22) = MaTalia  — >0 MalaZa
Li=| —YaMmaZatia Yomalah+22) =3, MalaZa
- Z(x max’az’o‘ - Za mOﬂy’az’a Za Mq (x?l + yi)

Vemos que es un tensor simétrico y por tanto diagonalizable

e Para un sélido continuo

I; = /// p(r?38;; — aiay)dv

donde p es la densidad en cada punto del sélido y dv es el elemento de
volumen. Hemos cambiado la notacién 75 por z;

—

e Sila direccién de la velocidad angular es fija, entonces elegimos w k"

La energfa cinética de rotacién es entonces

=w

1
Trot = 5]33’11)2

133 = Zma(x'i + y’i) = Zmadi
a «

donde d,, es la distancia de la masa m,, al eje de rotacién
e Si diagonalizamos el tensor de inercia, con autovalores I, I, I3, la energia
cinetica de rotacién se escribe como sigue
Tyor = ~(Lw? + Lywd + Lyu?
rot — 5( 1W71 + 2Wsy + 371)3)
Los autovalores Iy, I, I3, se denominan momentos principales de inercia.
Los autovectores constituyen los ejes principales de inercia

e Propiedad: El valor de un momento principal de inercia es siempre menor
o igual que la suma de los otos dos. La igualdad se cumple sélo si el sélido
es plano, en cuyo caso el momento principal en la direccion perpendicular
al plano es igual a la suma de los otros dos.

e Clasificacion:

Peonza asimetrica  :3 momentos principales distintos
Peonza simétrica : 2 momentos principales iguales
Peonza esférica : 3 momentos principales iguales

Un cubo es una peonza esférica con respecto al sistema ligado al sélido en

el centro de masas.
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— —
e Teorema de los ejes desplazados (con respecto al CM): Sea R = Roay+a,
entonces los elementos de matriz del tensor de inercia se transforman como
sigue
Lij = (Iom);; + M (a*8;; — aiay)
En la demostracién basta considerar en el tensor de inercia que 7~ =
Teom— d
e Teorema de Steiner: En el caso particular de un sélido girando alrededor

=
de un eje principal ( k"), entonces solo hay un momento de inercia relevante
en el movimiento I3. El teorema de los ejes desplazados se escribe ahora

Iy = Iy + M(a +a3) = Ioa + Md?

donde d es la distancia entre el eje de rotacién y el eje desplazado que
pasa por el CM.

10.7 Movimiento del sélido

e Queremos resolver el movimiento del sélido en un sistema de fuerzas con
detenminadas condiciones iniciales. Debemos plantear las ecuaciones que
nos lleven a conocer el movimiento translacional & t)=(X@),Y(®),Z(t)
y €l movimiento de rotacién R (¢ (t), 60 (t),1 (t)). Como paso intermedio
en el movimiento de rotacién (primera integracién), nos plantearemos la

. . — — — e
obtencién de velocidad angular W (t) = ¢ (t) + 6 (t) + ¢ (¢).
e Formulacién Newtoniana. Consideremos el sistema de referencia ligado al
sélido con origen O'= C M. Tenemos, entonces que
KN
= MREcm

— - =
= Rocu X P+ Lcoum

t~ ol

_
donde L oy = Ioyw. Dada la fuerza total externa y el momento de la
fuerza con respecto al CM tenemos

_
MRey = F
d Tou =
= N

7 oM

Para la ultima ecuacién hay que tener en cuenta el principio de accién
reaccién entre dos particulas cualesquiera del sélido (como vimos en gen-
eral para los sistemas de particulas). Estas seis ecuaciones escalares, nos
resuelven los seis grados de libertad del sélido. Notar, sin embargo, que el
momento de la fuerza externa depende en general de la posicién del sélido,
por lo que la resolucién del movimiento es altamente no trivial.
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e Formulacién Lagrangiana. Con O'= C'M tenemos que

2
1 = 1
1

o2 o2 o2 e o o
= §M (XCM +YCM +XC'M) +Trot <¢,9,¢,¢797¢)

U = U(XCM7YCMaZCM7¢707’¢))

Con un punto fijo O = O, sélo hay energia cinética de rotacién y la
energfa potencial s6lo depende de los dngulos de Euler. Las ecuaciones de
movimiento se obtienen a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

10.8 Ecuaciones de Euler

e Vamos a desarrollar la ecuacién de movimiento

N
d L — —
—— =N, donde L=I1w
dt
Expresaremos esta ecuacién en el sistema de referencia ligado al sélido.
Recordemos que

— —
dL L

- =
—— =—+4+w Xx L
dt ot
Utilizando el sistema de ejes principales ¢ p, j p, k p, tenemos

— — — —

L = Lhwiip+lwjp+Ilzwskp
(Sf o - « 0 -
5 - Lhwy it p+lws jp+Iswskp

— — — —

N = Niip+Nejp+N3kp

—
Las ecuaciénes de movimiento para las componentes de L son, entonces

Ly + (Is — Iz) wows = Ny
Iyly + (I} — Is) wyws = Na
I3ws + (I — I1) wiwe = N3

Estas son las ecuaciones de Euler para las componentes de la velocidad
angular instantdnea en el sistema de referencia ligado al sélido.

e Ya hemos comentado la dependencia del momento de fuerzas con la ori-
entacion del sélido, asi que la resolucion de las ecuaciones de Euler no es

iy
trivial. En el caso de momento de fuerzas nulo, N = 0, la solucién se
obtiene en términos de integrales elipticas.
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—
N . .
e Con N = 0, para que W = cte sea solucién de las ecuaciones de Euler
. — . o . 21e
es necesario que w sea paralelo a un eje principal del sélido. En efecto,
analicemos las igualdades

(I2 — Ig) waWsg = (.[1 - _[3) wiws = (I2 - Il)wlwg =0

Si Iy, I, I son distintos entonces necesariamente dos componentes de w
se anulan.

Si Iy = I # I3 entonces w3 = 0 6 w; = wg = 0. En el primer caso
(ws = 0) cualquier eje en el plano 12 es principal.

Si I, = I, = I3 cualquier eje es principal y cualquier valor de w es solucion.

10.9 Soluciones estables del sélido libre

e Consideremos un sélido asimétrico I1 < Iy < I3. Hemos analizado que

en ausencia de fuerzas (6 momentos de fuerzas) existen soluciones del

. . . — . . .

movimiento con velocidad angular W = cte alrededor de los ejes princi-

- =
pales. Vamos a demostrar que las soluciones alrededor de i p, k p son
— .

estables, mientras que la solucién alrededor de j p es inestable (teorema

de la raqueta de tenis).

. . - — -
o Consideremos una perturbacién alrededor de ¢ p: W =w; ¢ p con we 3 =

€2,3. Las ecuaciones deEuler en ausencia de momentos son, entonces

Il’L.Ul + (Ig — 12) eoe3 =10
1252 + (Il - 13) wieg =0
135‘3 + (Ig — 11)w162 =0

De la primera ecuacién obtenemos la solucién aproximada wy ~ cte 4+ O (&2).
Derivando las otras dos ecuaciones y sustituyendo en ellas mismas obten-
emos las ecuaciones de la perturbacion

Cr+ale, =0, k=23

donde

Is—1) (I — 1
a?® = (Zs 11)2532 1)w%>0

Debido al signo > 0 las soluciones de la perturbacién son tipo oscilador
(alrededor de la solucion estable)

e Para una perturbacién alrededor de ?p C W = w;;?p con wi = €12,
obtenemos la solucién aproximada ws ~ cte + O (52). Las ecuaciones de
la perturbacién son

L +bie, =0, k=12
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donde
o Bi=h)a—13)
L1, ’
Otra vez, debido al signo > 0, las soluciones de la perturbacién son tipo
oscilador (alrededor de la solucion estable)

>0

., - — -
e Para una perturbacién alrededor de jp: W = w2 j p con wi3 = €13,

obtenemos la solucién aproximada wy ~ cte + O (52). Las ecuaciones de
la perturbacién son
L+, =0, k=13

donde I I (]
2o =)~ 2)w§<0
VEVES
Ahora, debido al signo < 0, las soluciones de la perturbacién no son de
tipo oscilador sino de tipo exponencial, con lo que transcurrido un tiempo
t ~ 1/¢, la perturbacién se hace grande y la solucién wy =~ cte es, por
tanto, inestable.

10.10 Movimiento general del sélido libre

e Vamos a describir cualitativamente el movimiento general del sélido libre
mediante la llamada imagen de Poinsot , en la que se utiliza un nuevo
concepto ligado al movimiento del sélido que es el elipsoide de inercia.

N

e En el movimiento del sélido libre, T'y L son constantes de movimiento.Podemos
elegir el sistema inercial tal que O = CM. En el sistema de ejes principales
ligados al sélido tenemos que

T (hw? + Lw; + Izw})

1
2
_

L = (Lw,Iows,Izws)

La primera ecuacién, con respecto a las componentes de la velocidad angu-
lar, es un elipsoide de semiejes 1/2T"/1} (elipsoide de inercia). Los puntos
de su superficie constituyen el lugar geométrico de los posibles valores de
N
w

. . . —

e Curva polodia. La solucién de las ecuaciones de Euler para w , con
determinadas condiciones iniciales, serd una determinada curva sobre la
superficie del elipsoide de inercia: La polodia

e Curva herpolodia. Observemos que el momento angular se puede escribir
como el gradiente de la energfa cinética con respecto a las componentes
de la velocidad angular

N

_
L =V,T (wk)
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Por un lado, T es perpendicular en cada instante a la superficie del elip-
soide de inercia en el punto correspondiente de la polodia. Por otro lado
T = cte define un plano tangente al elipsoide, que permanece fijo con
el tiempo. Por tanto, el elipsoide de inercia se mueve con el tiempo de
manera que la polodia va contactando el plano tangente. La curva que se
va "grabando" en el plano tangente se llama herpolodia. El movimiento
del elipsoide de inercia en ese "grabado" es precisamente el movimiento
del sélido.

10.11 Peonza simétrica libre

e Tenemos un sélido simétrico con I = Iy = Iy # I3, en ausencia de mo-
—
mentos externos, N = 0. Las ecuaciones de Euler son

Iﬁ}l = (I— [3) Wo2Ws3
Iﬂ)g = (I3 — I) w1Ws
Ig’L.Ug =0

e Solucién del movimiento. De la iltima ecuaciéon obtenemos la solucién
ws (t) = cte
De las dos primeras ecuaciones obtenemos las soluciones oscilatorias
wy (t) = Acos(Qt+9)
we (t) = Asin(Qt 4+ 9)

donde A y 0 son constantes de integracidn, tales que wq (0) = Acosd y
wy (0) = Asind. Ademds,

Is—1
Q:%w,g

2

Notar que wW? = w3+ A% = cte. Es decir, la velocidad angular W realiza un

-
movimiento de precesién alrededor del eje mévil k£ p con médulo constante
(cono polodio).

e Para comprender el movimiento del sélido, o el de los ejes ligados a él,

LN
recordemos que para el movimiento libre L = cte. Ademds, podemos
escribir

— — — —
L = I(wllp—l-ngp)-‘rfg’w;;kp
N —

= Iw+(I3—I)w3kp

Es decir, L, w y k p estdn en un mismo plano, que gira alrededor de L,
manteniendo fijas sus posiciones relativas en el plano. El cono fijo que

iy
describe w alrededor de L se llama cono espacial.

7
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e El movimiento del sélido se obtiene "rodando" sin deslizar el cono polodio
sobre el cono espacial. El dngulo del cono polodio estd dado por

tan ape = |A| Jws
El dangulo del eje de la peonza respecto del eje fijo T = cte estd dado por
tanf =1 |A| / Izws
El dngulo del cono espacial es esp = [0 — aipo

. ., . . —
e Teniendo en cuenta la desomposicién siguiente de w

L
T = TE’L—Q?p

Por tanto, el movimiento de la peonza consta de una rotacién alrededor de
iy

L (precesion de todos los ejes méviles) con frecuencia L/T y una rotacion
alrededor del eje de la peonza con frecuencia —Q = (I — I3) ws/I

e Considerando dngulos de Euler tenemos que el movimiento de la peonza
. — -
libre es por tanto (con wy = k)

5207721:—97(;5:

10.12 Peonza simétrica pesada

e Consideremos una peonza en rotacién bajo la accion del campo gravitato-
rio, manteniendo un punto fijo O = O (el vértice de la peonza). La energia
potencial de la peonza es

U ZQZmaza = Mgl cosf

donde M es la masa total, | la distancia desde O al CM y 6 el dngulo
— =
entre los ejes k y k p. En funcién de los dngulos de Euler el Lagrangiano
del movimiento es
)

o2 N . 2
ﬁ:é (9 + ¢ sin20> +I2—3(1/J+¢0080) — Mgl cosf

Ahora hay un par de fuerzas originado por la gravedad y la fuerza de

>,
reaccion en el vértice asi que el momento dngular L no es constante y por
tanto esperamos movimiento de nutacién.
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e Las coordenadas 1, ¢ son ciclicas asi que sus momentos conjugados son
constantes de movimiento

Ty = 8? = Ig (12)+;ZSCOS€> = Ig’LUg = cte
o

Ty = %:I('j)stH—kIgwgcosG:cte
99

e Definiendo las constantes de movimiento

I3ws T
= b = —
“=TT 1

y teniendo en cuenta, de la relacién de my, que

s b—acost
~ sin%0

la conservacién de la energia se puede escribir como sigue

Is 5 Is2 1(b—acosh)?
E——Zwi=-0 +=———""_ 4+ Mglcosl
2T T gzg TS
Esta ecuacfon diferencial nos resuelve el movimiento 6 (¢). Para b =0

obtenemos una ecuacién ctibica en cosf de manera que las soluciones de
cosf entre +1 constituyen los dngulos de retroceso del movimiento de
nutacién. Si prescindimos de la gravedad y consideramos O = CM , se

puede comprobar que la solucién del movimiento libre 0 = 0, 12) = -Q,

¢ = L/I, efectivamente satisface la ecuacion diferencial de § con cosf =
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11 Introduccion a los Medios
Elasticos

11.1 Coeficientes eldasticos.

11.2 Tensiones y deformaciones. Ecuaciones de Lamé.
11.3 Ecuacién de ondas en medios elésticos.

11.4 Ondas longitudinales y transversales

11.1 Coeficientes eldsticos

e Llamaremos sélido eldstico aquel que se deforma cuando se le somete a
un esfuerzo exterior y recupera su forma cuando cesa el esfuerzo. FEn
general, el régimen eldstico se tiene para pequenas deformaciones. Cuando
las deformaciones no se recuperan se dice que el sélido estd en régimen
pldstico, hasta que se produce la rotura.

e Consideraremos sélidos homogeneos e isétopos. Es decir, para los que las
fuerzas aplicadas en un volumen elemental del sélido, producen las mismas
deformaciones, independientemente de la posicién y orientacién de dicho
volumen elemental.

e Llamaremos deformacion lineal Al, aquella que cambia la forma del sélido
en una direccién. El esfuerzo F' necesario para ocasionar dicha deforma-
cién viene dado por la ley de Hooke

= k Al (ley de Hooke)

k = coeficiente de rigidez

El coeficiente de rigidez k depende de las propiedades y geometria del
sélido.

e Modulo de Young. Consideremos un sélido de longitud ! y seccién uniforme
S. Al aplicar una fuerza de traccién sobre la superficie, se producird una
variacién de la longitud Al. Definimos el médulo de Young E tal que

F Al

L _gp=

S l
Es decir, E nos da la relacién entre la fuerza aplicada por unidad de
superficie y la deformacién relativa de la longitud.

e Coeficiente de Poisson. Al deformar la longitud, la anchura tambien se
deforma. Definimos el coeficiente de Poisson v como la relacién entre la
variacioén relativa de la anchura a y la variacién relativa de la longitud. Es

decir
_ Aaja ES Aa
Al/l - F a
80
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia

VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

Notar que en ese caso la deformacién es transversal a la fuerza aplicada.
El signo menos indica que hay disminucién de la anchura. El coeficiente
v es adimensional y menor que la unidad (frecuentemente v << 1)

e Mdédulo de compresibilidad. Un sélido eldstico sumergido en un fluido
esta sometido a una presién P en toda su superficie tal que su volumen V'
cambia pero no su forma. Tenemos la siguiente relacién

AV

donde @ es el médulo de compresibilidad. El signo menos indica que hay
disminucén de volumen. Razonando sobre un volumen elemental podemos

obtener la relacién B

3(1—2v)
donde se ha utilizado que P = —F/S

Q:_

e Modulo de rigidez (cizalladura). Si aplicamos una fuerza tangencial a la
superficie de un sélido (fuerza de cizalla) se produce una "inclinacién" o
deformacién angular « (sin cambio de volumen). Entonces

Ezuca

Se puede deducir que p, = E/2(1+v).

11.2 Tensiones y deformaciones.
Ecuaciones de Lamé

e Tensor de tensiones. Consideremos el volumen elemental en un punto
arbitrario del sélido. Supongamos que en cada superficie de dicho volumen
elemental actuan las tensiones (fuerzas por unidad de superficie) o;;

donde Fj es una fuerza en la direccién ¢ actuando en la cara de superficie
S;. Las tensiones con ¢ = j son tensiones de traccién, mientras que con
i # j son tensiones de cizalla. Las cantidades o;; constituyen un tensor
simétrico, llamado tensor de tensiones. (la asimetria de tensiones causa
rotaciones, no deformaciones)

e Tensor de deformaciones. Las tensiones sobre el volumen elemental en un
punto del sélido producen una serie de deformaciones relativas u;;, cuyos
valores constituyen un tensor simétrico, llamado tensor de deformaciones.
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Las deformaciones con i = j son longitudinales, mientras que las deforma-
ciones con ¢ # j son angulares. Por ejemplo, las fuerzas tangenciales Fj
sobre la superficie elemental S; y F; sobre la superficie S, producen de-
formaciénes angulares as; y a2, respectivamente. Pero salvo rotaciones
(que no deforman), podemos identificar w1y = ug; = % (21 + @12) .

e Ecuaciones de Lamé. Queremos relacionar el tensor de tensiones con el
de deformaciones, teniendo encuenta los coeficientes eldsticos del sélido.
Suponemos que trabajamos con un volumen elemental situado segun los
ejes principales del tensor de tensiones. Solo actuaran tensiones de traccién
o, Correspondientemente, solo habran deformaciones longitudinales u?;.
En concreto, tenemos

1 v
P P P P
U = pouT g (052 + 033)
1 v
P P P P
U = 792~ 5 (011 + 033)
1 v
P P P P
Uz = 7937 F (011 + 029)

e Matricialmente podemos escribir

1
uf;: ;Vo'g—%(t’f’ O'P)(sij

Teniendo en cuenta que la traza de una matriz es invariante al cambiar de
ejes de referencia, concluimos que la relacién anterior sirve no solo para los
ejes principales y, por tanto, podemos omitir el superindice P. Tomando
la traza en la expresién anterior llegamos a la relacién

tr o = tr u

1—2v

e Podemos despejar, ahora, las tensiones como funcion matricial de las de-
formaciones
Oij = Q,M’LL” + A (t’l” u) 5ij

Estas son las ecuaciones de Lamé, donde

\ = Ev _ E _
T+ -2 P oaaty) e

Estos son los llamados coeficientes de Lamé. Las ecuaciénes de Lamé se
pueden considerar como la ley de Hooke generalizada para sélidos eldsticos.

11.3 Ecuacion de ondas en medios
elasticos
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e Queremos describir las deformaciones en cada punto de un sélido elédstico
mediante una funcién vetorial u (7') (llamada funcién desplazamiento)
tal que si un elemento d @ del sélido se deforma en d Z"~ entonces

dT=d7ZT +du

En términos de las componentes vectoriales, podemos escribir

da = dz; + Oui —dwy,, (suma para k)

Oxy,

Asi pues, du;/0x; nos da la deformacion longitudinal relativa y du;/duy,
con i # k la deformacién angular oy

e Tenemos la siguiente relacién entre el tensor de deformaciones y la funcién
desplazamiento
Uik = =
k=9 ox,  Ox;

e Queremos ahora encontrar la ecuacion que nos describa la evolucién tem-
poal de los desplazamientos en el sélido para un determinado conjunto de

deformaciénes iniciales. Para ello, sea F la fuerza total sobre las caras
dS), de un volumen elemental dV del sélido

0ok 0o ik,
F;, = g ( o2, dmk> dSy, = d o, dV, (suma para k)

Por tanto, >, (Ooi/0x)) = fi es la componente 7 de la fuerza total sobre
el elemento de volumen por unidad de volumen.

e Utilizando las ecuaciones de Lamé para las tensiones se llega facilmente a
Z 8uk 0%u;
axk 3:6%

Por otro lado, la segunda ley de Newton relaciona las fuerzas f; con los
desplazamientos u;

fi=

62ui
fi - p atQ
donde p es la densidad del sélido. En notacién vectorial, obtenemos final-
mente .
(A—i—u)?(?'ﬂ)) FuViT =p 8;;

., .. . — —
Esta es la ecuacién de movimiento para los desplazamientos u (@', t)

11.4 Ondas longitudinales y transversales
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e Diremos que u (7, t) es un desplazamiento transversal si V- =0. Por
ejemplo,
U (T, t) = (ug (2,t) ,uy (2,1),0)

es un desplazamiento transversal en un plano ortogonal al eje z. (onda
plana transversal)

e La ecuacién de movimiento para los desplazamientos transversales es

= 627t
MV 2 U tran P 6t27‘a7l

e La velocidad de los desplazamientos transversales es

Vtran = H
V p

(de acuerdo con la intrerpretacién de la ecuacién de ondas)

e Diremos que u (7',t) es un desplazamiento longitudinal si YV x T =0.
Por ejemplo,
u (7 ,t) = (0,0,u, (z,1))

es un desplazamiento longitudinal en un plano ortogonal al eje z. (onda
plana longitudinal)

e Teniendo en cuenta que ? X (? X 7) = ?27 — ? (? . 7), obtenemos

la ecuacién de movimiento
N
(A +20) VU g =
e La velocidad de los desplazamientos longitudinales es

A+2u
p

Viong =

e Las velocidades de propagacion se pueden expresar en terminos del médulo
de Young FE y del coeficiente de Poisson v. En particular si v << 1

entonces
Vtran = M Viong = “

Por ejemplo, para el acero dulce E = 21 x 10'°N/m?, Q = 16 x 101N /m?,
= 0.9 x 10*Kg/m?® con lo que vyyqn ~ 3000m/s y vjong =~ 5500m/s

84

Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peiarrocha Facultad de Fisica de la Universitat de Valéncia
VNIVERSITAT D VALENCIA
OpenCourseWare


1
Cuadro de texto
Gabriela Barenboim, Chantal Ferrer, José A. Peñarrocha                  Facultad de Física de la Universitat de València                                                                                                             

1
Cuadro de texto
Apuntes abreviados  de Mecánica y Ondas - grupo B                                                                                    2008-2009


Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

e Velocidad del sonido: Podemos considerar la atmosfera como un medio
eldstico donde las ondas sonoras se propagan longitudinalmente. Para
calcular la velocidad del sonido debemos fijar cual es el médulo de Young
correspondiente. Consideremos un tubo de aire de seccion S sobre la
que ejercemos un incremento de presion AP. Diferenciando la ecuacién de
Clapeyron P V7 = cte obtenemos

con lo que Egyi.. = vP. Teniendo en cuenta que Py, = 1.013 x 105N /m?2,
Patm = 1.293Kg/m?3 y 7,,,, = 7/5 , obtenemos

P
Vsonido =~ L ~ 332 m/s
\/ p
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12 Oscilaciones Acopladas

12.1 Acoplamiento de dos osciladores.

12.2 Teoria general de pequenas oscilaciones.
12.3 Molecula lineal triatémica.

12.4 Sistema de infinitos osciladores.

12.1 Acoplamiento de dos osciladores

o Consideremos dos masas my 2 acopladas en linea mediante tres muelles de
longitudes (en reposo) l1 2,3 y constantes recuperadoras ki o 3, respectiva-
mente. Los extremos inicial y final de los muelles 1 y 3 estdn fijados a una
distancia L. Para las posiciones z; 2 de las masas, la energfa potencial
debida a los muelles serd

ky

k k
V=S (h-m)’ + 5 (@2 =0 =)’ + 5 (L= 22— 1)

e Desarrollemos el potencial alrededor del equilibrio. Sean m?a las posiciones
de equilibrio, que verifican (0V/0x12), = 0. Entonces

_ 1 oV OV (h 0

ij=1,2
Sean y1 2 = 212 — 19’2, las posiciones a partir del equilibrio, entonces

k k k
V=Vot goi+ 5 (e -w)’+ 50
2 2 2
Podemos elegir V;; = 0, con lo que la energia potencial es la debida al

cambio de longitud de los muelles con respecto al equilibrio.

e Consideremos el caso particular de dos masas iguales, m; = mos = m, y
constantes recuperadoras de los muelles ky = k3 = ky ko = k1o . El
lagrangiano del sistema es

e Las ecuaciones de movimiento (a partir de Euler-Lagrange) estan acopladas
y se pueden escribir en forma matricial como

my =—AY
donde
— n kE+ki ko
= A =
Y ( Y2 )’ < —ki2  k+ k2
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e Para desacoplar las ecuaciones de movimiento, hagamos un cambio de
—
coordenadas iy = SX tal que ST'AS = Ap, donde Ap es diagonal, cuyos
elementos de la diagonal son los valores propios A; 2 de la matriz A

A = k+2k12£mw%

Ao = k=mw’

Los valores propios los utilizamos para definir las frecuencias angulares
—
wy,2. En funcién de las nuevas coordenadas X tenemos las ecuaciones

desacopladas
3—2:_11@:_( wi 0 );—5
m 0 w3
con soluciones de oscilador
X1(t) = ajcos(wit+ ¢q)
Xo(t) = azcos(wat+ ¢y)

e La matriz de cambio de coordenadas tiene por columnas los vectores pro-
pios que resultan de la diagonalizacién de A

=ulh)

con lo que las nuevas coordenadas X o verifican que

1
yl_ﬁ
1

Y2 = E(X2_X1)

e Las coordenadas X o se llaman coordenadas normales y las frecuencias

[k + 2k12 [k
wr =\ Ww2=\/—
m m

son las frecuencias normales de oscilacién (modos normales). El movimiento
de cada masa es combinacién de modos normales de oscilaciéon.

(X1 4+ X5)

e Modo antisimétrico de oscilacién: y; (0) = —y2 (0), ; (0) = =95 (0) =
X (t) =0, X, (£) #0.

e Modo simétrico de oscilacién: y; (0) = y2(0), ¥, (0) = §,(0) =
X1 (1) =0, Xy (1) £0.

12.2 Teoria general de pequenas
oscilaciones
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e Consideremos un sistema de N masas puntuales con n grados de libertad
independientes, g;, relacionados con las coordenadas cartesianas por x, =
Ta (q1,42, - qn) con & = 1,2,...3N. Sea (¢),43,...,4%) la posicién de
equilibrio del sistema y 1; = ¢; — ¢7 las posiciones a partir del equilibrio.

e Tenemos el siguiente desarrollo de la energfa potencial V'

oV 1/ 0%V
)~ Vo+ (28} oo (2 0+ i
V(qh 4 ) 0+(8qL>0771+2<8q18qj>0771+ (Sumalj)

Pero (0V/0q;), = 0. Ademds, podemos fijar Vo = 0 y definir V;; =
(32V/8qi3qj)07 con lo que

1 L.
V= Vinm, (suma i)

Las cantidades V;; forman una matriz simétrica definida positiva, que se
puede diagonalizar.

e Para la energfa cinética tenemos

Tijigiy; (suma 4, )

1 O0To, OT o o o 1
T = — - Q. —
Za:m da; 04 195 = 5

0q; 0Oq;
una matriz simétrica definida positiva.

donde T;; = Y, ma (6% a”‘*) . Las cantidades Tj; forman, tambien,
0

e El lagrangiano del sistema es

1 .. 1
L= iTijnmj - QVij n; 1

que nos lleva a las siguientes ecuaciones de movimiento (en forma matri-
cial)
22 —
Ty +V 1 =0
. — . o
donde hemos definido el vector 77 y las matrices siméticas T y V. Las
ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones diferenciales (acopladas)
con coeficientes constantes.
e Para desacoplar las ecuaciénes de movimiento, escribimos
o0

nAT VG =0

y diagonalizamos T~'V. Sea A tal que A~! (’JI‘_lV) A = Wp siendo Wp
diagonal con valores propios w? . Notar que T~V ya no es simétrica, por
lo que A no es una matriz ortogonal.
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e Para obtener la matriz A utilizaremos las ecuaciones de valores y vectores
propios

0 = det(V—w?T)
V?k = ’ZUI%T?]C

. . N
Las columnas de la matriz A son precisamente los vectores propios v,
que estan fijados salvo la condicion de normalizacién. Notar que como A
no es ortogonal, los vectores propios no son ortogonales entre si.

e Para fijar la normalizacién. Tengamos en cuenta que T'/2 (']I"lV) T-1/2 =

T—1/2VT~1/2 es una matriz simetrica. Por tanto la podemos diagonalizar
mediante una matriz ortogonal U, tal que U=*T/2 (T~1V) T~1/2U = Wp.
Vemos pues que A = T~/2U. Encontramos asi la siguiente condicién de
normalizacién

ATTA =1
_
e Definimos ahora las coordenadas normales @
7 =4
que verificas las ecuaciones de movimiento desacopladas
2 —
Q+Wp Q=0
con soluciones de oscilador
Q. (t) = ¢ cos (wit + ¢y,)

e Energfa de oscilacién. La energia del sistema la podemos escribir en forma
matricial como sigue

1 o T o
=y (7 T+ ATV T)

Pasando a coordenadas normales y utilizando la condicion de normal-
izacion ATTA =1 vy, consecuentemente, ATVA = Wp obtenemos

1
E= igwici

Es decir, la energia del sistema es la suma de las energias de oscilacién de
los modos normales

12.3 Molécula lineal triatéomica
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e Consideremos el movimiento en una dimensién de un sistema de tres masas
mMm conectadas entre sf por dos muelles con constante recuperadora k.
La energfa potencial del sistema es

k

5 (3 — 772)2

k
V:*(W2_7h)2+2

2

donde 7, 5 3 son los deslazamientos respecto de la posicién de equilib-
rio de las masas m, M, m respectivamente. La matriz energia potencial
(Vij = 0%V/0n;0m;) , es

e La energia cinetica del sistema es

M (42 o2 M ,2

T:§<771+772>+?773

La matriz asociada es pues
m 0 0
T = 0 M 0
0 0 m
e De la ecuacion de valores propios det (V — w?T) = 0 se obtiene

k k 2m
w1:0, Wo = E’ w3 = E 1+M

e De la ecuacién de valores propios V 7', = w,% T @' y de la condicién de
normalizacién ATTA =1 , se obtiene la matriz de diagonalizacién A

1 1 1
V2 M vV m
m+ 2m 2m(1+2ﬁ)
A 1 0 /M
= 2 M m
V2m+ 2m(1+2ﬁ)

1 1 1
2m+M V2m \/Qm(lJFZITrIn)

. . _
Las columnas de la matriz A son los vectores propios: (v'); = A

e Los modos normales de vibracién estan asociados a las coordenadas nor-
males Q1231 17 = A (. Tenemos las siguientes interpretaciones:

1) Q1(t) #0 (con Q2.3 =0) = n; =ny =n3 = Modo translacional
(w1 = 0)

2) Qa(t) # 0 (con Q13 =0) = n, = —n3, 1, = 0 = Modo
vibracional (wq = /k/m)
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3) Q3(t) #0 (con Q12 =0) = 10y =13, Ny = _%’71,3 = Modo

vibracional (ws = /£ (14 22

12.4 Sistema de infinitos osciladores

e Consideremos un sistema de longitud fija formado por n masas iguales
acopladas en una dimensién por n + 1 muelles de constante recuperadora
k. Si y1,...n son los desplazamientos respecto de la posicién de equilibrio
entonces, la energia potencial es

k

V=3 Y2+ (v2 — 1)* + o + (Yn — Yn—-1)"]
mientras que la energia cinética es
m (¢2 2 o2 2
=3 (y1+y1 +~-~+yn)

e Las ecuaciones de movimiento son
mY;+kQy —yi-1—yi—2) =0, i=1,2,..,n

donde incluimos las condiciones de contorno yy = y,+1 = 0. Tenemos un
conjunto de n ecuaciones acopladas que podemos resolver diagonalizando
la matriz potencial y obteniendo los modos normales.

e Consideremos ahora un medio elastico en una dimension. Lo podemos
asemejar a un conjunto de infinitas masas diferenciales dm situadas en
las posiciones de equilibrio dadas por sus coordenadas x. La oscilacion de
una de estas masas alrededor del equilibrio estard descrita por una funcion
y(z,t) de manera que podemos hacer las siguientes sustituciones, respecto
del sistema de n masas oscilando:

m; — dm(z)

yi — y(x)

(i —yi-1) — Wir1 —yi) = dy(z)—dy(z+dz)= e (dz)?

e La ecuacién de las deformaciones en el medio eldstico (como sistema de
osciladores) es entonces

2 2
dm 0%y 3yd

dx Ot? o2

Supongamos que cada sistema lineal de osciladores tiene una seccion transver-
sal S. Tenemos entonces que la densidad del medio es

=0

B dm 1 dm
T dv S dx
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Por otro lado, en un elemento dz del medio tenemos la siguiente relacién
entre las fuerzas y las deformacones

F d
5= Eﬁ, donde F = kdy
siendo F el modulo de Young. Tenemos, pues, que kdz/S = E. Dividiendo
por S la ecuacién de movimiento de las deformaciones y utilizando las
definiciones de p y F, obtenemos finalmente que

0%y 0%y

Po ~Fop =0

que es la ecuacién de propagaciéon de ondas longitudinales en un medio
eldstico (con coeficiente de Poisson nulo).
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13 Ondas

13.1 Ondas en una dimensién. Ecuacién de ondas.
13.2 Soluciones estacionarias y armdnicas.

13.3 Paquetes de ondas. Velocidad de grupo

13.4 Reflexiéon y transmisién de ondas.

13.5 Ondas en el espacio.

13.1 Ondas en una dimension.
Ecuacion de ondas

e Ecuacién de ondas. Consideremos una perturbacion ¥ (z,t) que varia con
el tiempo t en cada punto x del espacio. En general, las variaciones de
¥ en un punto no son independientes de las que suceden en los puntos
vecinos. La funcién ¥ (z,t) satisface una ecuacién en derivadas parciales
que se llama ecuacién de ondas. Para las ondas "cldsicas" tenemos la
ecuacién de ondas

0%V (x,t) 0% (w,t)

ot? —v 9x2 0

Veremos, que las ondas cldsicas son ondas progresivas que se propagan con
velocidas +v , en medios no dispersivos.

e Llamamos onda progresiva a izquierdas/derechas, U (x £ vt), a las que
dependen de z,t a través del argumento x £ vt .En efecto, la perturbacién
V- se propaga, obviamente, hacia los puntos que cumplen la condicién
x + vt = cte. Diferenciando esta condicién tenemos que dz/dt = Fv. Es
decir, Fv es la velocidad de propagacién de la onda.

e Veamos que si ¥ (z,t) es una onda progresiva, necesariamente verifica la
ecuacion de ondas. En efecto, consideremos

U (z,t) =V, (x —vt) + ¥_ (x + vt)

Llamando a = z — vt , b = x + vt, entonces ¥ = U, (a) + ¥_ (b). Difer-
enciando respecto de x,t a traves de a,b obtenemos

T [PV, T
e (aaz +azﬂ>”
T PUL | PPT_
922 da? + ob?

de donde se sigue la ecuacién de ondas
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e Veamos ahora que para que V¥ (z,t) sea una onda progresiva es suficiente
que satisfaga la ecuacién de ondas. En efecto, teniendo en cuenta que la
regla de la cadena de las derivadas parciales obtenemos

2v (02\1: P a2q/> P
or 902 “0adb | 012
02w P2U U 9T
922~ 0z loaon T a2

Por tanto, para que si se satisface la ecuacién de onda entonces 9*¥ /Jadb =
0, es decir ¥ es una combinacién lineal de funciones que dependen o de a
o de b. Es decir, U = ¥ (a) + U_ (b).

13.2 Soluciones estacionarias y arménicas

e Como en la ecuacién de ondas no se mezclan las derivadas parciales,
podemos obtener dos ecuaciones diferenciales independientes. Descom-
pongamos la funcion de ondas en producto de dos

U (z,t) = (x) x ()

Sustituyendo en la ecuacién de ondas y dividiendo por ¢ (x) x (¢) obten-
emos
vy (@) 1 dx ()
Y (z) de?  x(t) di2
Ambos términos de la igualdad son independientes, asi que, deben ser
iguales a una misma constante, que llamaremos —w?. Por tanto, tenemos

las ecuaciones separadas

> () w?
dx? V2 (z) =0
*x (z) 2
Tz Twx(@® =0
La primera de ellas se conoce como ecuacién de Helmholtz independiente

del tiempo.

e Las soluciones para cada valor de w arbitrario son combinacién de expo-
nenciales imaginarias (soluciones armonicas de oscilador)

Y, (x) = Aw)e T+ A" (w)e VT
Xp (t) — B (’LU) eiwt + B* (w) e—iwt
El producto de estas soluciones es

Uy (z,t) =1, (2) x, (t) = 4|AB| cos(%x + ) cos(wt + B)

siendo o« = arg A y 8 = arg B.
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e Ondas estacionarias. Notar que las soluciones anteriores son tales que en
cada punto z la onda oscila siempre de la misma forma. Existen puntos
donde no hay oscilacién (nodos): cumplen que zw/v+a = 7/2+nm. Otros
puntos oscilan con amplitud maxima (vientres): cumplen que zw/v+ o =
+nm. Vemos pues que estas ondas no progresan. Se llaman por eso ondas
estacionarias. Son los "modos normales" de vibracién.

e Sin embargo, estas soluciones estacionarias se pueden expresar como com-
binacién de ondas "progresivas" a derechas e izquierdas, de manera que

U, (z,t) = Y, (z) Xp (t) = \Il; (z —wt) + v, (z +vt)

U (z—vt) = ay(w) cos(% (z —vt) + ay (w))
V) (z+ot) = a_(w) cos(% (z 4+ vt) + a_ (w))

donde ay = a_ = 2|AB|y ay = arg AB*, a_ = arg AB. Estas son las
soluciones progresivas armoénicas (tambien llamadas planas) de la ecuacion
de ondas.

e Velocidad de fase. Es la velocidad de propagacién de la onda, que cor-
responde a la velocidad con la que debemos desplazarnos para observar
siempre la misma fase de la onda. Para \Ifjf tenemos que de (z F vt) w/v+
a4 (w) = cte se obtiene diferenciando que dz/dt = +v.

e Periodo de una onda arménica. Es el tiempo T que transcurre en una
posicién fija para recuperar la misma fase. Es decir, wT = wAt = 27.
Por tanto,

T =2m/w

La frecuencia es v = 1/T es el nimero de periodos por segundo.

e Longitud de onda. Es la distancia \ entre dos posiciones consecutivas con
la misma fase para un instante fijo. Es decir, (w/v) A = (w/v) Az = 2.

Por tanto,
27
A=v—
w
Notar que A = vT' , es decir.la longitud de onda es la distancia recorrida

por una posicién de fase constante en un periodo.

e Numero de ondas. Es el nimero de longitudes de onda k que hay en una

distancia 2. Es decir
_ 2 w

k

A v
La relacién entre w y k se llama relacién de dispersién: w (k) = vk. Para
v = cte el medio de propagacion se llama no dispersivo.
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13.3 Paquetes de ondas.
Velocidad de grupo

e Vamos a construir una onda como superposicion de ondas arménicas pro-
gresivas a derechas, agcos (kx — wt), con la misma amplitud ap y longi-
tudes de onda A = 27 /k donde k € [kg — &, ko + €] . En un medio en gen-
eral no dispesivo tendremos que w (k) = kv (k) . Desarrollando en torno a
wo = w (ko) tenemos

w (k) ~ wo + wh (k — ko)

La superposicién de estas ondas sera

k0+6
U(z,t) = ag / cos (kx — wt) dk
k

0—¢€

1

k0+6
agp / cos (kx — wot — wo (k — ko) t)
k

0—E&
= o — [sin (kg — wot + ex — ewpt) —

T — Wy
—sin (kg — wot — ex + ewpt)]

Llamando A = kg — wot , B = ex — ewyt y utilizando sin (A + B) —
sin (A — B) = 2cos Asin B obtenemos

sine (x — wot)

U (z,t) = 2a0e cos (kox — wot)

e (x — wpt)
e Velocidad de grupo. La funcién

2a0€SIDE (x — fﬂot)

e (x — wot)
representa la modulacién de las amplitudes de osclacién (envolvente). Para
t = 0, la amplitud méxima estd en £ = 0 y se va atenuando a izquierda
y derecha. La velocidad con la que se propaga esta amplitud médxima se
obtiene diferenciando la fase € (z — wit) = cte. Esta es la velocidad de

grupo vy:
3 dw (k

vg——wo——< ]E:)>k

0

Para un medio no dispersivo la velocidad de grupo coincide con la veloci-
dad de fase, v, = vy = w/k. En este caso el grupo de ondas se mueve al
mismo tiempo que las propias ondas.

e Podemos definir la anchura Az de la envolvente, en un instante fijo, alrede-
dor del méximo valor como

eAx =7/2
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El tiempo At que necesita esta anchura para pasar por un punto fijo es

_ Az _ w2 _ w2

At = A
Vg EVg w

Las igualdades anteriores constituyen las relaciones de incertidumbre posicion-
nimero de ondas y tiempo-frecuencia angular, respectivamente.

e Para medios dispersivos tenemos que
w (k) = kv ()
Por tanto
dw (k) dvg
dk dk
Sidvy/dk < 0 tenemos un medio dispersivo normal (v, < vy). Sidvy/dk >
0 tenemos un medio dispersivo anémalo (vg > vy). El medio dispersivo

normal, es pues, el que al aumentar el nimero de ondas, la velocidad de
fase disminuye.

va(k)-‘rk‘

’Ug:

13.4 Reflexién y transmisiéon de ondas

e Reflexion de una onda. Supongamos que una perturbacién f (x + vt) se
propaga a izquierdas desde x > 0. En x = 0 encontramos un medio que
mantiene nula la perturbacién (condicién de contorno). Para ello, se debe
crear una onda a derechas —f (—z + vt) que genere una onda estacionaria
con un nodo en z = 0. Esta onda se llama onda reflejada

e Transmisién de una onda. Consideremos ahora dos medios distintos con
frontera en x = 0. Al pasar una onda incidente, que viaja a izquierdas,
por dicha frontera, parte de la onda se refleja y parte se transmite. Sean
f1(z,t) y f2 (z,t) las ondas resultantes en los medios 1 (z < 0) y 2 (x > 0).
Entonces, para ondas armoénicas, se tiene

fl (.Z‘,t) — finc +frefl — Aei(wt—lﬁz) + Bei(wt+klm)

f2 (LE, t) = ftran = Cei(wt_k2w)
Notar que la frecuencia angular (pulsacién) w es la misma para todas
las ondas (la constante que elegimos al separar la ecuacién de ondas). Sin
embargo, al ser medios distintos, v; # va, por lo que k1 # ko. Sino hubiese
transmision(fine + fref1),_o = 0 con lo que A = —B (como antes). Con

onda transmitida, exigiremos continuidad de la onda y de sus derivadas
parciales en la frontera z = 0

(finc + frefl = ftran)xzo
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oz oz ox
Estas condiciones nos llevan a que
_ k1 — ko A C= 2k,
k1 + ko k1 + ko

(9 inc 8 re 8 ran
( [ fresi fe >
=0

e Definimos el coeficiente de reflexién R y el de transmisién T como sigue

R B _ <k1k2)2
|A]? ki + ko
1-R= Akiky _ ks CP
(k1 + ko)® ki |AP?

T

13.5 Ondas en el espacio

e La generalizacién de la ecuacién de ondas en el espacio para una pertur-
bacién escalar ¥ (77, ¢) en un medio no dispersivo es
1 0%W(7 1)
V2U(T,t) — 5 ——22>=0
(7,%) v2  Ot?
N

Para una magnitud vectorial ¥ (7°,¢) = (¥, ¥y, U3) tenemos tres ecuaciénes
de ondas para las tres perturbaciones escalares ¥y, Wy, U3,

e Onda plana en el espacio. Es una perturbacion de la forma ¥(7 - 7 ,t).
Esta perturbacién vale lo mismo en todos los puntos de cada plano per-
pendicular a la direccién 7. Como en el caso unidimensional, las ordas
planas se pueden descomponer en ondas planas progresivas a derechas e
izquierdas. En efecto, si definimos dos nuevas variables a = 7 - 7 — vt y
b= -7 +ut, llegamos a la conclusién de que 9*°¥/dadb = 0. Es decir,

(R -7, )=V, (0 -7 —vt)+V_(0 -7 +ot)

Tambien podemos probar que toda onda plana satisface la ecuacién de
ondas.

e Ondas esféricas. Son perturbaciones de la forma W(|7'|,t) = W(r,t). Uti-

lizando el operador laplaciano V2 en coordenadas esféricas obtenemos
0?(rv) 1 9%(r¥)

or? v Ot?
Tenemos asi una perturbacién r¥ unidimensional con respecto a la vari-
able radial r. Podemos, pues, hacer la descomposicién

U(r,t) = % Wy (r—ovt) + U_(r+ vt)]

En este caso las ondas ¥, son ondas salientes y entrantes respecto del
centro de simetria esférica.
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Apuntes abreviados de Mecanica y Ondas - grupo B 2008-2009

e Soluciones planas armonicas. Consideremos soluciones de la ecuacion de
ondas con variables separadas

(T, t) =X ()Y (y) Z (2) x (¢)
Sustituyendo en la ecuacién de ondas y dividiendo por ¥(r,t) obtenemos

LY REX 2PV Rz
xdt2 X dt2 Y dt2 7 dt?

Cada miembro de la igualdad debe ser una constante, que llamamos —w?.

Por otro lado, cada término del segundo miembro debe ser constante, que

llamaremos —w?, —w2, —w3, respectivamente. Obviamente

2 2

— —
w%er%erg:w = wW-w=w

Las soluciones con variables separadas son pues producto de exponenciales.
—
. L — .
Definiendo el vector nimero de ondas k& = w /v , tenemos las soluciones

U, (7,t) = exp (E} STt wt)

N
que son ondas planas arménicas, propagandose en la direccién de k .

— ..
Notar que las componentes de k , como las de W pueden ser positivas o
negativas. La definicién de periodo y longitud de onda es la misma que
para ondas armoénicas unidimensionales.
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