TEMA 4. SISTEMAS DE
PARTICULAS

1. Centro de masas y coordenadas relativas. Fuerzas internas y externas.

Conservacion del momento lineal total de un sistema. Sistemas de masa

variable y ejemplos.

Conservacion del momento angular de un sistema.

4. Energia cinética y potencial de un sistema. Energia interna. Conservacion
de la energia mecanica de un sistema.

5. El caso de dos cuerpos.

Simetrias de la energia potencial y leyes de conservacion.

7. Teorema del Virial.
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TEMA 4. SISTEMAS DE PARTICULAS

NOTA IMPORTANTE:

Los contenidos de este documento representan un esquema de los conceptos
fundamentales del tema, por lo que en ningiin caso se trata de apuntes
completos. Este esquema se complementa con explicaciones, razonamientos,
ejemplos y problemas que se desarrollan durante las clases, asi como con
alguno(s) de los libros que se incluyen en la bibliografia.
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Introducciodn

Cada particulatiene 7 T R 2/
N _ P L,V;, P;»a;, 4, T U
sistema
m ~e Y e sistema constituido por N particulas (independientes o bien
‘o L CM : constituyendo un cuerpo rigido)
! | [
—_ ,' . — — — — —
L o o ' EISISTEMA, tiene R, V,P,A,L,T,U
cm

Cada una de estas magnitudes se puede obtener como la suma
de las de cada una de las particulas que lo componen

P=2p, L=>L, T=ZTi U:ZUi
i / i / 1 1

PERO....Puede ser mas conveniente obtenerlas como el valor del CM (centro de masas) y el
valor relativo al centro de masas.

L=L_+L_ T=T,, + T4
- = = = dL  rext
Se verifican las leyes de Newton P= FeXt L=—=M
dt

Y los principios de conservacion

Chantal Ferrer Roca 2008
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1. Centro de masas y coordenadas relativas. Fuerzas internas y externas

4 s|3tema sistema constituido por N particulas (independientes o bien
¢ . oN- ® o constituyendo un cuerpo rigido)
m; T '@ CM o B
o ® M=) m; masa total del sistema
L ®;
1 e o . 1 &
= T 1C10 de masas del sistema
e R.,,=— Zmiri posicion del centro
cm i=1

I
-

\_’/
==
=1 Rcm A
posicion relativa al CM
(coordenadas relativas)

1 & -
em em — ﬁz m;r; velocidad
R 1 CM
cm Mzmifi aceleracion CM

I
i

cm

Resultante de las F de 1nteracc1on con las otras

— — t —
F =F™ +f. )
- i ; i — N-I particulas del sistema f Z

fuerza total
sobre la particula i, resultante de las F externas s|stema

(origen fuera del sistema)

3*ley Newton f.. = —f..

Chantal Ferrer Roca 2008

VNIVERSITATG DVALENCIA
OpenCourseWare



1. Centro de masas y coordenadas relativas. Fuerzas internas y externas

_ sistema i
i sistema | sistema
o ON ® ’ P:)A
m: = \ i
:1 1 I~. '.CM \ll . N il (. |
| e & S | [\
— ! ,’ . 2 | ]
L/ e 2 i
1 . . /// 1 ‘I?x‘_
em f& F, es externa
b . P F, esinterna
|

IMPORTANTE: Nosostros decidimos qué constituye el sistema y que queda fuera de él.
Y la descripcion fisica sera coherente con esa eleccion.

= ~ext e Resultante de las F de interaccién con las otras
/ F — F + fi ~— N-1 particulas del sistema f. = Zf..
1 1 1 - 1
fuerza total ]

sobre la particula i, resultante de las F externas sistema
(origen fuera del sistema)

—_ —_

3"ley Newton f.. = —f..

Chantal Ferrer Roca 2008
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., . . Chantal Ferrer Roca 2008
2. Conservacion del momento lineal de un sistema

—Pe - _ - - .
, sistema 1: P= Zpi =MYV__  Momento lineal total del sistema
e A o .
El CM del sistema se mueve
= d(M ) ext como si fuese una particula de
P = dt =F « | Mmasa M (masa total), sobre la que
~__actuan todas las fuerzas externas

al sistema

—oxt = - No hay interaccion del sistema con lo que hay fuera de ¢l:
siF =0 P =cte| Sistema Aislado - Conservaciéon del momento del
sistema

Demostracion: las fuerzas internas se cancelan mutuamente, no cambian el movimiento del sistema

2* ley Newton, particula 1 f)i = mii:i = Fext + fi

! '

sumando para todas las = ext ext . A

particulas i Zpi ZF + sz =F +0
1

1 g#

Z(fij + i) =0 sumadas por parejas

Ejemplo, N=3 <
szij =fp +ij3+ 1 + i+ 15 + 15 = (f1p + 1) +(Fi3 +13) + (T3 +132) =0
i e
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2. Conservacion del momento lineal de un sistema. Ejemplos.
Chantal Ferrer Roca 2008

EENOMENOS [siF™ =0 P=cte

http://www.wfu.edu/physics/demolabs/demos/avimov/mechanics/rocket cart/wagonl.

El sistema esta constituido por plataforma-persona-extintor por
un lado y gases del extintor por otro. m,v,= m,v,

otros fenomenos: retroceso de las armas en los disparos, retroceso de patinador al lanzar masa, etc.

http://www.wtu.edu/physics/demolabs/demos/avimov/mechanics/exploding carts/cars explosion _eq.MPG

http://www.wtu.edu/physics/demolabs/demos/avimov/mechanics/exploding carts/cars explosion uneq.MPG

DEMO: “explosion” de dos moviles con PROBLEMAS 4.1, 4.2, 4.3 a) b)del boletin
ruedas en interaccion magnéetica repulsiva CUESTIONES 44. 45
0 por medio de un resorte '
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2. Conservacion del momento lineal de un sistema. Ejemplos.

EJEMPLO 1 Dos masas unidas por un muelle

3. se sueltan
|'/\/\M/V 1. reposo
I R R T T N |./\//\/\/\/\/.
0.0 0.1 n.z 0.3 0.4 0.5 0.6 T
e . ‘ ~ . 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 0.k

2. F compresion

4. movimiento?
|w\/\/\,.<— IVAVAVAVAY.
T
0o 0.1

I
0.3 0.3 0.4 05 0LE 0.3 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

- o Masa iZouierdaiko 4 Constante t

EJEMPLO 2 Tiro parabdlico sobre una plataforma movil

a) Calcular posicion del CM inicialmente y en un t cualquiera.

Vo b) Velocidad de la plataforma y tiempo durante el que se mueve.
m c) Velocidad maxima del cuerpo lanzado para que caiga sobre la
O\ a plataforma

. M =3m, a=45°y L=100

X

A

L Chantal Ferrer Roca 2008
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2. Conservacion del momento lineal de un sistema. Sistemas de masa variable

Sistema aislado de particulas constituido por subsistemas cuya masa o
numero de particulas varia, aunque la masa total del sistema como
conjunto permanezca constante.

EJEMPLOS:

Depdsito de masa variable
con fuerza constante aplicada Depo6sito de masa variable

Imégenes de la pagina: gue mueve ruedas. ¢ 11

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/default.htm aC?_) refe,rido por Heron de
Alejandria (s. | dC)

Depdsito de masa variable
(cohete de Torricelli)

Gota que cae
en atmosfera

L luvia que cae en un vagon,
gue se mueve inicialmente

oy e *T

himeda ERTIA con v constante
tertlLts V
e — F
:'.‘:‘E‘.:'. ‘ ottt }‘” B OO TOL I GIOL DR OO EOE DT R—
Trerttet @ @ Cinta transportadora sobre la que
Chantal Ferrer Roca 2008 cae continuamente material
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2. Conservacion del momento lineal de un sistema. Sistemas de masa variable

Sistema aislado de particulas constituido por subsistemas cuya masa o nimero de partlculas Varla
aunque la masa total del sistema como conjunto permanezca constante.

., d d
EJEMPLO 3: cohete a reaccion %}%

]_:_:'eXt d(m;v,) _ dm,
| Vi

dt

dt L
L L empuje: tasa con la que o

L : variacion de p,
variacion de P pierde o gana momento cada
subsistema

sumando ambas, sistema completo: F = — = P, +p
1 2
dt Chantal Ferrer Roca 2008
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2. Conservacion del momento lineal de un sistema. Sistemas de masa variable

EJEMPLO 3a: cohete a reaccion en presencia de gravedad

El subsistema que nos interesa es el del cohete (II)

—u
dv,

Fleixt =m, + ({;2 . {}1) dm2 u= {/1 - {}2 = velocidad
relativa de los gases cte

dt

ext 14 = —

uy v, tienen sentidos opuestos

m(0)
v(t) t t v(t)=v(0)—gt+uln
Jdvzzj—udmz—jgdtz uln 2()—gt ® 0)-¢ m(t)
v(0) =0 m, 5 m,
En el espacio libre, g =0
dm,
El cohete de empuje constante |P= a cte

El combustible se quema a un ritmo constante

m
v(it) =v(0)+uln—2>——ot
(O =VO)+uln—"0 g

(0]

Chantal Ferrer Roca 2008
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Vmax ¢ Tiempo que tarda en alcanzarla?

v(t)

x(t)? x(-x,= [v,dt

v(0)

PROBLEMA 4.4 del boletin: cohete con varias etapas



3. Conservacion del momento angular de un sistema.

P'i , . _ Lo
o Momento angular total del sistema L = Z:Li = Z L XD,
1 1

»
»

(primer teorema de Konig)
D UD o T I
=RxP+) 'xp| —chm +I?re1
1

I I
L del CM L del sistema -
respecto al respecto al L
origen centro de masas.

Momento angular total

Movimiento del CM del Momento angular de todos los .

: , (suma de los anteriores)
sistema solar alrededor del cuerpos del sistema solar (planetas,
centro de la galaxia etc.) respecto al CM del sistema solar

Chantal Ferrer Roca 2008
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3. Conservacion del momento angular de un sistema.

Momento angular total del sistema
(primer teorema de Konig)

i — Rxf)+zf'ixﬁ'i — icm +irel
i ! !

I I
L delCM L del sistema
respecto al respecto al
origen centro de masas.

posicion relativa al CM (coordenadas relativas)

Z miﬁ =MR -MR =0 (Posicion del CM respecto al CM)

L= Z?l X ;i = Z(fl'+f{) xmi(‘fiv+f{) = Zmi{ (fi'x?i')"'@')(f{) -|—(f{ xflj')+(f{ xfi})
1 i ' ~

1
S (mF;)xR+R x Y (mE") = (0xR) + (R x0) =0
1 1

L= Ym0+ (RxR) | = 7o+ R = L + ey
1

i

Chantal Ferrer Roca 2008
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3. Conservacion del momento angular de un sistema.

Chantal Ferrer Roca 2008

i _ d_L _ Mext
dt
CM o L -
) rel conservacion|Si L

=M™ =0, L=cte

-

f5)=2.(5§ —1)xf;; =0

<]

Xfij) =>.( Xfij) + (1 %

<]

> (5
1,j#1
si las f internas son de tipo central, su

momento se anula
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3. Conservacion del momento angular de un sistema FENOMENOS

Chantal Ferrer 2008
' r Demostracion experimental en clase

—

r

)

punto de
sujecion

Rueda vista desde arriba

http://www.wtu.edu/physics/demolabs/demos/avimov/mechanics/gyroscope/bicycle wheel. MPG
http:// www.wfu.edu/physics/demolabs/demos/avimov/mechanics/bike wheel and platform/bike wheel rotation.MPG
Plataforma

inversion de la

plataforma
. giratoria rueda
i _ Mext . B - _ 3
_ _ Lfin = Lyeda + Lpersona

VNIVERSITATG DVALENCIA
OpenCourseWare



4. Energia cinética y potencial de un sistema. Conservacién de la energia mecanica
FENOMENOS

http://www.wfu.edu/physics/demolabs/demos/avimov/mechanics/cm_in_parabolic/trashcan-throw.MPG

Segundo teorema de Konig.
, N Caso particular: en solidos rigidos las
| - , . :
+ Z —m, Vi' particulas del sistema mantienen las
- 2 | distancias relativas fijas y solo pueden girar
Z respecto al CM

2

Energia cinética del 1 e
sistema I'= 2 MV

¥
T del CM (de una particula de

masa M que se mueve a la ] o
velocidad del CM) T de las particulas individuales

en relacion al CM Chantal Ferrer Roca 2008
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4. Energia cinética y potencial de un sistema. Conservacién de la energia mecanica
Segundo teorema de Konig.

N N N
Energia cinética del e P2 | ST T=S"T = 1m- v.[2
sistema T= ZMch T Z2mivi 12:1: i 12:1: 5 1‘ 1‘
1=1
T del CM (como si fuera una Z

particula de masa M que se
mueve a la velocidad del CM )

T de las particulas individuales

en relacion al CM Demostracion:

Trabajo dinamico que lleva el sistema de la
configuracion A a la B siguiendo trayectorias para
cada particula

N
Wiin = Z

i=1

t

Eedi=) [dCm

B
i=l ¢,

N
=3 (Ty(tg) - Ti(ty)) = AT
i=1

—_

Vil )=

> ey 0

configuracion A

configuracion B

ta tg
N N1 ) N BTN | 5 N
T=>T,=> —m{v," | =) -my;/"+> ~mV°+R->
i=1 o 2 A i 2 o 2 i=1 nulo
N
/ 2 |, =P - |2 L= \
‘Vi‘ =rt'+R =t +R| +2'R
Chantal Ferrer Roca 2008
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5. El caso de dos cuerpos. Momento angular

'
Il
—

T 4L PROBLEMA 4.3d)y e)
1 2

cm rel

m; +m,p,

R = coordenadas del CM

m; +m,

coordenadas relativasal CM  '=F—R [',=I,—R

r=rt,=1—1 =1'-L,' posicion relativa (de 1 respecto a 2)
. = . = mr
Se demuestra que: I =R+ m,T L=R-——1
Idem para las velocidades m, +m, ( my+m,,
— Sl |
L' L
~ o . o, om, _ L, m, _ ., - . mm, _
Loy =T xp'+1,xp", =—>Txm V|, ——-Txm,V, = T x(———V)
M M m, +m,

—

Lrel — f X ( M{}}/. velocidad relativa v =V = {}2
\

& . mlm2 I =
Masa reducida |pW=—"——| StM=>>M,, =M,
m, + m,

Chantal Ferrer Roca 2008
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OpenCourseWare



5. El caso de dos cuerpos. Energia Cinética

. .
[y —_—

1. -, 1 _, PROBLEMA 4.3 c)
T = EMch + 5 v
R-MI+Mab  yelocidad del CM
m, +m,
velocidades relativas al CM =t -R r,=1,-R

V=7T= f f I'-1,’ velocidad relativa (de 1 respecto a 2)

= mft

Se demuestraque: L L f =R-
m, +m m, +m,
L L
1 ., 1 1 . 1 . Il mm, _
Trel :_m1V'12+_m2V'§ —m ( V) +— mz( V) —V2

2 2 2 M 2 M 2m,+m,

| | |
T =— Uv=t— velocidad relativa

rel
2 |
v m,m : _
Masa reducida |[H=—"——| SIM>>M,, =M,

VNIVERSITATG DVALENCIA
OpenCourseWare
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4. Conservacion de la energia mecanica. El caso de dos cuerpos.

El cambio en la energia cinética es igual al trabajo efectuado por las fuerzas
externas e internas sobre el sistema

dW =F -di +F,-d5, =F™df + E*dr, +f,,d,

Bl B2 B
_ pext 1 ext 13 PR b
W=| [Edi+ [ENdE |+ [f,dE,
KF,Al A, r.A
'
WCX'[ Wint

Si fuerzas internas conservativas  f, =-VU,(1j5)

Solo depende de la Bio By

distancia relativa W. . = Jiflzd?12 = — IdUlz =-AU,,
A, \ LA

fuerzas externas conservativas

Bl B2 B1 B2
Weo == ViUdE - [9,Ud, = [dU, - [dU, =-AU} +U3)
Al A, A, I

W™+ W™ =AU - AU,, = AT

Energia propia del sistema

AT+U™+U,)=0 F— ..
(\ 12/) E=(T+Up,)#* U™| constante

E T Chantal Ferrer Roca 2008
VNIVERSITAT§ D VALENCIA
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4. Conservacion de la energia mecanica. El caso de dos cuerpos.

..........
"""""
Pl LN

AE =0 E :(T + Unj: L ye| constante

T v
a -
...........

EJEMPLOS: \I?
Si un sistema esta

aislado la energia

oropia se conserva éf[omo de hidrégeno atomo de hidrdégeno en un
aislado campo de fuerzas
€ 2
E=T,+ 1 kT = Epropia =t E=T, +T, —ker+ Ust + U =cte
TCM + Trel - \ _
E

propia
my k m,
®/\\V\\\@

masas unidas por muelle  En el seno del

1 i mas ejemplos en el
campo gravitatorio S €jemplos €n €

Tem + Trel tema de potenciales
‘ 1, 5 centrales (problema
E =T, +T, + =kx” + mgh; + mgh, =cte 4o dlos EuETes)
2t
Epropia
Einterna = Tre1 + Up2

Chantal Ferrer Roca 2008
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4. Conservacion de la energl’a mecanica |CASO general

Demostracion: .
vy = Z j FeXt dI’ + J-f dI’ WeXt +Wmt

i=1 A 1,j#1=1 A
fLerzas internas conservativas fi' _ —ViU'ij Energia potencial interna del sistema
. B b B
Wlnt — Z j(flj . di'; + f dr ) Zj.f dI’ = —Z delj = —Z AUIJ = —AUint
i<jA i<jA i<jA <)

fuerzas externas conservativas Fe’“ =-V.U,

W = —Z j VU™ . di —Z j dU™t =— ZAUext _ AU | AU = AU 4 AU

WCXt + Wll’lt — _AUeXt . AUlnt — AT A(T + Uint 4+ Uext) — O

...........
""""
. .
. ‘e
o o,

La energia total del sistemase | = T _|_ Ulm’ Ut = cte
conserva
e Energia propia del sistema Epropla Tt Eiverna

L+ [jmt en Termodinamica se considera solo la energia interna, sin importar la Ty, y
mterna re
se cumple que:

AE i = Wext Wext(P) Q

Interna

E.

12 ley de la Termodinamica

Chantal Ferrer Roca 2008
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6. Simetrias de la energia potencial y leyes de conservacion

Para cada regla de simetria en la naturaleza existe una ley de
conservacion correspondiente (version pedestre del teorema de Noether)

1. Homogeneidad del espacio : Conservacion del momento lineal

invariancia frente a traslaciones espaciales oU=0
0= U(F + 85,5, +% ... )~ U Foont) = 20 57 + Y 55 4.
F+F+..=0 > P=cte -F -k

2. Homogeneidad del tiempo : Conservacion de la energia
ouU

invariancia frente a traslaciones temporales 0=0U = E&
0=U(1, 5,...,.t + 6t) — U(L, B,..., ) :%—?St
L L. dE dT dU
d_U:VU.fi+a_U:_ZFi.fi:_d_T 1 =—+ =O~>‘E:cte
dt ot dt t dt dt

i

Chantal Ferrer Roca 2008
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6. Simetrias de la energia potencial y leyes de conservacion

Para cada regla de simetria en la naturaleza existe una ley de
conservacion correspondiente (version pedestre del teorema de Noether)

3. Isotropia del espacio : Conservacion del momento angular

X' cos® sinB 0)x X + 00y
y' |=|-sin® cos® 0]y s160 <<, G,(80)r ~| y—380x
Z' 0 0 1 \z z
N ~— /)
G,(0)

matriz de giro alrededor del eje z

Invariancia frente a giros dU =0

0= U(GE,GF,oos ) = U B o £) =20 80y, )+ 20 (=50%, )+ ..
X, oy,
— F, (80y,)+F,, (30x,) +....= |[f xE, ), +....]50
M, +M, +..=0—> L,=cte idem para giros alrededor de otros ejes
L =cte

Conservacion de L a partir de un principio general, sin/

necesidad de invocar leyes de Newton Chantal Ferrer Roca 2008
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6. Simetrias de la energia potencial y leyes de conservacion

EJEMPLO un sistema de dos particulas se mueve en 3 dimensiones con energia potencial
= = 2, .2 2
U, 5) =X +y; —(z,-2,)" J
Determina las componentes del momento de la particula 1 que se conservan

Determina las componentes del momento total que se conservan
Determina las componentes del momento de la particula 2 que se conservan

EJEMPLO un sistema de dos particulas se mueve en 3 dimensiones con energia potencial
UL, 5)=3(z, +2,) + (X, =X,)" + (¥, —y2)" ]

Calcula la fuerza total ejercida sobre el sistema

Coémo cambia la Energia potencial bajo un desplazamiento del sistema a = (1,1,1)
Determina las componentes del momento total que se conservan

Determina las componentes del momento angular total que se conservan

Chantal Ferrer Roca 2008
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7. Teorema del Virial Chantal

Si son magnitudes acotadas (orb. planetarias, mov. periddicos, etc.)

Ferrer Roca 2008

<S(t)>?

° .CN ® e S(t) = Z}_jli’; acotada
:\ o o o i |
Pi | | Promedio temporal - J' Adt
" mi P [ ) T 0
. o
L e e o\ Lt Ler o S(1)—S(0)
i <S(t)>—;jOSdt—¥.f0dS— :

»
»

movimiento periddico: si T es multiplo del periodo, S(1)=S(0)
movimiento no periodico: S(t) acotada, si T es suficientemente largo,

2(T)
;>

}

/_H

Luego <2131*1> <Z

Si las fuerzas son
conservativas

Si hay fuerzas
internas

(T)=~

VNIVERSITATG DVALENCIA
OpenCourseWare

ZFeXt? + Z ij 1]

Rudolph Clausius
(1822-1888)

v

)=0

<S(t)‘

Virial (Clausius)

)



.. Chantal Ferrer Roca 2008
7. Teorema del Virial

Caso . Fuerza central inversamente proporcional a una potencia de r
Fuerza central :> Fuerza conservativa
Focr®, U=ke""!
fuerza <T> - l<Zﬁ ' §iUi> = l<1‘d—U> = l<r -k(n+ 1)r“> _|ntd <U>
conservativas 2\ 2\ dr/ 2 2

CASOS PARTICULARES con los gue este resultado es coherente

1
POTENCIAL ELASTICO F=-kr,U= Ekrz n=1 <T> = <U>
POTENCIAL GRAVITATORIO F=Ar 2, U=Ar' n=-2 2(T)=~(U)

Cluster de

glaxias “Coma” g, 1933, F. Zwicky, aplicando el teorema del virial a un caimulo de galaxias,

dedujo una masa del cluster muy superior (100-10 veces) a la observada (Primera

prediccion de la materia oscura, no aceptada por la comunidad cientifica hasta 40
afnos después, con los estudios de Vera Rubin).

M’ RV?
2<T>=MV2:G ~(U) M=V
R G
V = velocidad promedio Estimacion de la
de las galaxias en el cluster masa del cluster

VNIVERSITATG DVALENCIA
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7 Teorema. del Virial Chantal Ferrer Roca 2008

Caso: Ecuacion de estado de los gases perfectos

Moléculas de un gas contenido en un cubo de lado a. = D)
Para cada pared sin vértice en el origen: ZF . =—(Pa)a=-P

Sélo contribuyen tres paredes del cubo le‘ieXt_’i = 3PV fuerza de las paredes.
(aquellas en la que el producto escalar i Estadisticamente L a ellas
no es nulo):
(T)=—= (ZFeXtr +Z py_L 3£t E| F
= 1_] 1J 2 2 ij 117 Fl - 3—7
’ - e
ri 1
GAS IDEAL:
fuerzas internas nulas
) ., Silas fuerzas
PV =— T — intermoleculares son
3 < NkT atractivas, término
] negativo
para una <T> _1 mv2 3 para N <T> N— 1 mv. = Eth
molécula - 7 Vims = 2 moléculas 2 2

temperatura
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