5. Introduccion a la Formulacion
Lagrangiana y Hamiltoniana

Joseph Louis Lagrange.

Introduccion

Definiciones: coordenadas, momentos y fuerzas generalizados.

«  Funcion Lagrangiana y ecuaciones de Euler-Lagrange. Coordenadas
ciclicas. Ejemplos.

Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos.

«  Obtencidn de las ligaduras: multiplicadores de Lagrange. Ejemplos.

*  Funcion Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton o ecuaciones candnicas.

Ejemplos .

Principio de minima accidn o principio de Hamilton.

Bibliografia: [Marion], [Kibble], [Hand-Finch], [Rafada], [Goldstein]
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5. Introduccion a la Formulacion Lagrangiana y
Hamiltoniana

NOTA IMPORTANTE:

Los contenidos de este documento representan un esquema de los conceptos
fundamentales del tema, por lo que en ningun caso se trata de apuntes
completos. Este esquema se complementa con explicaciones, razonamientos,
ejemplos y problemas que se desarrollan durante las clases, asi como con
alguno(s) de los libros que se incluyen en la bibliografia.

Bibliografia: [Marion], [Kibble], [Hand-Finch], [Rafiada], [Goldstein]
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]_5 = m? = F Ecuaciones de Newton

Ecuaciones de Newton de una particula de masa m en 2D y en

coordenadas cartesianas: Joseph Louis Lagrange.
. (1736-1813)
mx = F X “Mecanique Analitique”, 1788

my=F,

No tienen la misma forma

Ecuaciones de Newton de una particula de masamen 2Dy

en coordenadas polares: : C.
Sin embargo, los principios

Y N subyacentes son los mismos: ;por
m(p - p8”) = FP qué no un formalismo mas general
m(2 pg + pg) = F, que lo haga explicito?

MECANICA LAGRANGIANA: Mismos Principios (Galileo, Newton), distinta formulacion, mas

sofisticada:

. Se prescinde de las fuerzas que actian sobre las diferentes partes del sistema.

. Se prescinde de aquellas ecuaciones que solo se refieren a las fuerzas de ligadura (tensiones,
reacciones etc..) e involucra solo las fuerzas que dan lugar al movimiento (Fuerzas activas)

. Se define una funcidn escalar: Lagrangiana, de la que se obtienen las ecuaciones
diferenciales del movimiento, tantas como variables fisicamente significativas.

. Esto permite escribir las ecuaciones de forma generalizada de manera que formalmente sean

iguales. Chantal Ferrer Roca 2008



2. Definiciones: coordenadas generalizadas

Sistema de N particulas que se
mueven en 3 dimensiones:

oordenadas
artesianas

oordenadas
generalizadas

Grados de libertad del
sistema (las ligaduras los
pueden reducir)

Xl, X2, X3, secey X3N

q9,-9,-93---->» d3n

(distancias, angulos, etc.)

Relaciones importantes )

2]

(“REGLA” DE SUPRESION  [3]
DE PUNTOS)

—_—

VisVygeuees Fy

{Xi} \

i,j=12,.3N \

Wil

0q; ot
Jx; d ox,
dq; dtoaq,
, /
0X. 0X.

sistema
PR SN
, e
®o o
N A
@
®
® o

X = Xi(qj; t)

3N ecuaciones de
transformacion
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2. Definiciones: momentos generalizados antal berrer Roca

VNIVERSITATH D VALENCIA
Energia cinética de un = 1 X XN p’

p OpenCourseWare
— - v2 i
sistema en coordenadas T=>T1T= 9 E m;X; "m
cartesianas - = = !
Momentos dT(x;) - dT(q;,9;,t) Momentos
cartesianos ' OX. 1=1,2,..3N ! 0q generalizados
Ejemplo: energia cinética de una sistema de dos masas Ejemplo: energia cinética de un sistema de dos masas
puntuales que se mueven por el eje z puntuales que se mueven sobre una circunferencia de radio a
., 1 . 1 1 :
T=—mz +-—m,z T=—ma’}; +—m,a’¢;
2 2 2
P,, = o1 - m.7 Componente z del momento — T — ma> (I) como la variable es un angulo, el
o 0z, > lineal de la particula 2 lo = ad) I momento generalizado es un
] momento angular
Relacion con los
NS aT AWk QA ax, N
momentos n. = jof L= p p. T. = I‘)’
cartesianos: ! aqj : an ~a 8qJ T oA q ! = €
: : ox, 0x,
T(qjaqjat)=T(Xi(qj9qjat)) [3] -

: (hyuy);
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2. Definiciones: momentos generalizados OpenCourseWare

ﬂ:_3Nani n_Nﬁﬂ
J Zlaqj J =1kaqj

EJEMPLO 1

Escribir los momentos generalizados TT oY Tt correspondientes al movimiento de
una particula cuyo momento lineal es (p,0,0), con p constante.

=B, = (p,0,0)(cos §,sin §,0) = pcos

D [
:‘D‘Hl

o =1, luego tiene dimensiones de momento lineal (en direccion p).
Es el “momento conjugado” de la coordenada generalizada p y
coincide con la proyeccion p sobre la direccion p

—

_Jr . . : :
T, =P a0 p-h,u, =(p,0,0)(-psind,pcos,0) = —p psin¢
h, =p, Luego el momento generalizado no es simplemente la proyeccion de p sobre
la direccion ¢. El momento generalizado m, tiene dimensiones de momento
angular. Es el “momento conjugado” correspondiente a la coordenada ¢. (lo
que habitualmente llamariamos €, )

Chantal Ferrer Roca 2008



2. Definiciones: fuerzas generalizadas

OpenCourseWare
f:lf:ezfsativas F = _M Q _ IV en coordenadas
en coordenadas 1 0X ; 1,j=L...3N J aqj generalizadas
cartesianas

V(x) V(q;,1) = V(x;(q;:1))
Relacién entre ambas: Qj — _ﬂ - _ IV 0x, + IV dy, + 4 sz) — ZE‘ ai
aqj an an aYk an azk aqj an
T
/ k =1,...,N particulas / (hyuy);

Son las proyecciones de las fuerzas sobre las direcciones de los vectores unitarios pero multiplicadas por
factor h, , por lo que dimensionalmente pueden representar otra magnitud relacionada con la fuerza

oW = E Fox, = E Q,0q; = -0V La misma expresion para el trabajo virtual
i ]
oW = E Fox, = E Q,9q; Idem para fuerzas no conservativas (demostrar)
i ]
IN NOTA: es habitual que en el contexto de
Fuerzas Generalizadas Q _ F aXi la mecénic'a apalitica, se u:[ilice \Y en lugar
L J 1 de U para indicar la energia potencial
Para cualquier tipo de fuerzas o aq :
(conservativas y no — L
conservativas) 1,j=1,....3N Coordenadas generalizdas

Chantal Ferrer Roca 2008



2. Definiciones: coordenadas, momentos y fuerzas generalizados

FUERZAS GENERALIZADAS Q L OX;

S 0
Qj=EFia QJ=E k «

i=1 q; = 0q;

EJEMPLO 2 Masa puntual obligada a moverse sobre una
circunferencia y sometida a la fuerza (0,x,0). Calcular
las fuerzas generalizadas Q,,Q,,Q,

- dr - : :
Q, = F—p =F-u  =(0,pcos9,0)(cos¢,sind,0) =pcosPsing
h, =1, luego tiene dimensiones de fuerza (componente p
de la fuerza)
- JF = . :
Q, = Fa_¢ =F-h,i, = (0,pcos $,0)(-psin ,pcos $,0) = p(pcos” )
h, =p, luego Q, tiene dimensiones de momento de fuerza.
Es la “fuerza generalizada” correspondiente a la
coordenada ¢
= Jf =
Q, = Pl F-u, =(0,pc0s¢,0)(0,0,1)=0
z
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3. Ecuaciones de Euler-Lagrange y Funcion Lagrangiana

Ecuaciones de Newton Coordenadas generalizadas
. T X ox.
Coord.enadas pi — Fi no= e Epi X;
cartesianas Jdq; & 0q,
Derivando respecto del
tiempo:
1 3N d oT oT _ Ecuaciones de Newton
J - geeesy dt a . — a - QJ .6 lo d 99
qj qj genceralizaaas

Solo es necesario conocer la energia cinética del sistema y las fuerza generalizadas
Tantas ecuaciones como coordenadas libres del sistema

VNIVERSITATH DVALENCIA
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3. Funcion Lagrangiana y ecuaciones de Euler-Lagrange.

Ecuacio.nes de Newton d aT _ oT =Q. j=1..3N
generalizadas dt 0q, dq; )

[ A )
A N QNC fuerzas conservativas y
9 J no conservativas
q;

Lagrangiana  L(q;,q;;t)=T(q;,q;:1) -V (q;:1)

Notar que:
d oL oL _gxel j=1,..3N a_ar
dt 9q; dq, ) dq;  9q;
Ecuaciones de Euler-Lagrange d oL oL
(ecuaciones de Newton generalizadas para fuerzas . =0
conservativas) dt aq j aq j

Vilidas en sistemas inerciales (como las ec. de Newton)
VNIVERSITATH D VALENCIA
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3. Funcion Lagrangiana y ec. de Euler-Lagrange. Ejemplos. Coordenadas ciclicas.

EJEMPLO 3 o yacion del movimiento de un cuerpo que es lanzado en el campo gravitatorio terrestre.

q, =X 1,
q, =y L(x,y;t)=T—V=5m(x +Yy’)-mgy
d oL oL d
0= e (mX % — Xx(t) =x,+V,,t
dt ox oJx dt (1m) x=0 ’ ’
doL oL d Y 1
0= - "= _"(my)+mg=my+m = — (t)=y,+V,t——gt
at oy " ay dt( y)+mg =my +mg Yy=-8 y Yo+ Vyo 2g
Darse cuenta: la lagrangiana no depende de x, porque la energia potencial no depende de x, luego su
momento conjugado se conserva (x es una coordenada ciclica) d dp
a M= =0

Implicitamente, visto por un observador inercial (sistema de referencia inercial)
.Y visto por un observador sobre un ascensor que sube acelerando (sistema no inercial)?

L(y;t)=T—V=;my2—mgy y=?+;at

La ecuacion de Euler Lagrange es la misma pero hay que considerar las variables no inerciales.

VNIVERSITATH IDVALENCIA
OpenCourseWare Chantal Ferrer Roca 2008



3. Funcidn Lagrangiana y ec. de Euler-Lagrange. Ejemplos. Coordenadas ciclicas.

EJEMPLO 4  €cuaciones del movimiento de una particula sometida al potencial V(p)=c/p en 2D
usando coordenadas polares

h=p L(p.4:) =T =V =2 mv® —V = S m(p? +p**) - V(p)
q, =¢ 2 2
doL oL d 5 b
oV mp —m =—
e U (mp¢’ ) p-mp¢
d oL IL 2 2% i b+ 20d
_ 2 ——— pO+2pp=0
Tdtap oy t(mp P mee 2meps il

7 (mp2gb) =0—m, = mp2¢; = cte (es el momento angular dirigido segun el eje z

o eje perpendicular al plano xy)

En general, si las fuerzas son conservativas y L no depende de una determinada coordenada, el
MOMENTO CONJUGADO de dicha coordenada SE CONSERVA.

otro ejemplo, similar al anterior: masa puntual sometida a la fuerza elastica de un muelle V(p)= -kp

VNIVERSITATH IDVALENCIA
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3. Funcidn Lagrangiana y ec. de Euler-Lagrange. Ejemplos. Coordenadas ciclicas.

Coordenadas ciclicas (o “ignorables”)

Sea un sistema de particulas cuyas coordenadas generalizadas sean JQ j} J=12,..,3N

Una coordenada g, es ciclica si la lagrangiana no depende de ella, es decir, si oL =0
g,

La ecuacion de Euler-Lagrange para esa coordenada (solo fuerzas conservativas):
d 9L WL d/dL
" dt aq Ek\ dt\aq.

TEOREMA DE Si una coordenada q, es ciclica, su momento conjugado w, se conserva
CONSERVACION: (es constante del movimiento, no cambia con el tiempo)

7T, =cte

PROBLEMA 5.1 del boletin

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare

EJERCICIOS del cuestionario 46, 47, 49
Chantal Ferrer Roca 2008



Formulacion
NEWTONIANA

coordenadas cartesianas

Resumen

Hay 3N ecuaciones de transformacion

Formulacion
LAGRANGIANA

Coordenadas generalizadas

{ } X = Xi(qj; t) 19.] = 1929--93N ﬁ |
X . > i |
1 = - J
o, _ %,

Momentos cartesianos dq; 9q; momentos generalizados

1 aXl 3N aXi _] aq

=30 j
i= j

Fuerzas (cartesianas)

E

1

Ec de la dinamica (general)

3N aX.
Qj =2F1 :
1= an

Fuerzas generalizadas
Q

Ec. Gen. del movimiento

Ec de la dinamica
(algunas F conservativas)

oV
. = F.nC .
Pi=5 0X.

1

VNIVERSITATH D VALENCIA
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i o N
Lagrangiana [ =T -V
Ec. Euler-Lagrange
d oL oL
— — Qj
dt dq; dq;




4. Movimiento con ligaduras

Ligaduras: Constricciones al movimiento del sistema. La resolucidén de problemas en

mecanica newtoniana exige conocer TODAS las fuerzas, incluidas las de
ligadura . EJEMPLOS: O
p=r

* cuerpo que se desplaza sobre una superficie plana sometida a la fuerza de
gravedad. La fuerza de ligadura es la normal N a la superficie (= mg).
Sencilla.

* bolita insertada en un alambre de forma arbitraria y que se mueve por €l. ;?

Conocer todas las fuerzas de ligadura puede ser complicado, si no
imposible.

Por otro lado, no suelen ser el objetivo del problema resolver, ;Por qué
no evitarlas a priori?

VNIVERSITATH D VALENCIA
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4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

VNIVERSITATH IDVALENCIA
OpenCourseWare

Sistema de particulas de cordenadas generalizadas Jﬂ ] } J = 1929- %) 3N

Lagrangiana sin aplicar ligaduras: L(q i’ q i . t)

ejemplo: masa puntual que se
mueve sobre una superficie

qa = qoc(%j }t) o = 192>'°9m ] = 1929-'93N y = h = Ccte
(g, f)=cte a=12,.,m j=12,.3N f(y)=y-h=0

Imponemos m ecuaciones de ligadura (se pueden dar de dos formas):

Coordenadas Generalizadas Libres {] j} j=1..,s s=3N-m

' S o
Lagrangiana Libre L (qj,qj,t), J _19°°°9S

Ec. de Euler-Lagrange d oL' oL

con coordenadas .
generalizadas libres dt aqj aqj

QNC q; (f) De las ec. Euler-Lagrange
]

4,(f) Delas ec. de ligadura

El nimero de coordenadas generalizadas y de ecuaciones del movimiento se reduce

Chantal Ferrer Roca 2008



4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

Coordenadas Generalizadas Libres )H j} J =1,....,s s=3N-m

Ejemplos : - una particula puntual apoyada sobre una mesa: dos grados de libertad (x,y) o (p,)
- un soélido rigido apoyado sobre una mesa: 3 grados de libertad (2 de trasl. y 1 de rotacion)

Ejemplos : ;Grados de libertad de los siguientes sistemas? ;coordenadas generalizadas?

Masas puntuales

e A

2masasx3=26

, (3 masas x 3) 3masasx3=9
1 ec. ngadura. -3 ec. Lig.= 6 coord gen. libres 2 ec. Ligadura
5 coord gen. Libres (3 tras.. CM + 3 rot.) 7 coord gen. Libres

(3 tras. CM + 2 rot) (3 tras. CM+3 rot +angulo int.)

VNIVERSITATH D VALENCIA

OpenCourseWare Chantal Ferrer Roca 2008



4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

EJEMPLO 5: p=/_= \/m Para mantener esta ligadura hace falta una fuerza Q,;,
ﬂlé 1 .2 212

L=2m(p”+p7¢7) - (-mgpcosg)

i 0 / p=/{=cte

| L'= 5 m(/*$°) + mgl cos

Lo @Y,

; mgs‘\ine 6 mgcosd ()= d oL’ oL'_ i(mﬁzd))ﬂngfsin(b = m/l ¢+ mglsin ¢

: - dt 9 o¢p dt
mg
b+ %sin ¢=0

VNIVERSITATG DVALENCIA
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4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

A

EJEMPLO 6: Movimiento en un plano de un cuerpo: 2 coordenadas h a
o Lo Y
Lagrangiana sin ligaduras: L=T-V = Em(x +y°)-mgy
Ligadura: Y =h-xiga queda 1 coord. libre \ x o >
1. :
Lagrangiana libre: L'=T-V = Emgxz + xzfgzoj) —-mg(h-x1ga)
X2
cos’ o
' ' o _.XE
0=iaL—aL= mi X2 ) —mgtga —-gtga=0
dt ox  ox dt cos”a cos &
X=gsinacosa
T §=gsina
Con condiciones iniciales x(0)=0, y(0)=h, v(0)=0 S
t* l
2

X(t) = (gsinocoso)—
2 2 ) . S(l‘)=\/xz+(h—y)2=gsina%
J’(f)=h—(gsinacosa)%zga=h_(gsinza)%J

VNIVERSITAT D VALENCIA
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4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

EJEMPLO 6: Movimiento en un plano de un cuerpo: 2 coordenadas h

2 coordenadas - 1 Ligadura: 1 coordenada libre ¥y

Desde el principio se podria haber elegido una coordenada libre: s(t)

L=T-V=%m$*2 —mg(h-ssinQ)

d oL JL . . Y .
0= ————=mS —mgsino S=gsImnao
dt ds  0s
2
Con condiciones iniciales s(0)=0, v(0)=0: s(t) = gsin a%

PROBLEMAS del boletin 5.2, 5.3,5.4,5.5,5.7,5.8, 5.9, 5.10, 5.11

EJERCICIOS del cuestionario 48, 50, 52, 53, 54, 56, 57, 58, 59, 60

VNIVERSITATH DVALENCIA
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4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
OpenCourseWare coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

« Ligadura holonoma: no depende de las velocidades y se puede escribir como una
relacion funcional entre las coordenadas

[, 50 =125 i=12.3N

El problema se resuelve definiendo las coordenadas generalizadas libres s = 3N-m

a) escleronomas: no dependen explicitamente del tiempo

v —rj‘ =d.

Ejemplos: - solido rigido: distancias mutuas constantes i

- Particula obligada a moverse sobre la superficie de una esfera (r =cte)

)

b) reonomas: dependen explicitamente del tiempo

Ejemplos: - particula que se mueve sobre la superficie de una esfera
cuyo radio cambia explicitamente con el tiempo.
- particula insertada en un alambre que gira con una w
impuesta desde fuera (un motor, etc,)

problemas 5.6 y 5.15 del boletin en el caso de que w se imponga desde fuera
Ejercicios del cuestionario : 55
Chantal Ferrer Roca 2008



4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

« Ligadura no holénoma: no se puede escribir como relacion funcional de las
coordenadas (por ejemplo, depende de las velocidades).

7

Ejemplos: - moneda que rueda en 2D: condicion de rodadura
no holéonoma (en 1D, R¢p=x, si es holonoma)

v =ad X=-vcosO,y=-vsin0

- péndulo con cuerda que no siempre esta tensa.
- particula que se mueve encima de la superficie de una esfera (no constreiiida a

ella)
- particula pegada a una esfera y que se mueve sc d bire e en
algiin momento (no esta ligada a su borde). Problema 5.12 %\f
I:.‘ ' Vi ":|

El problema se resuelve mediante los multiplicadores de Lagrange siempre que exista una relacion entre
las diferenciales de las coordenadas.

VNIVERSITATH D VALENCIA
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4. Movimiento con ligaduras. Ecuaciones de Euler-Lagrange en
coordenadas generalizadas libres. Ejemplos

oW = E F.ox, Trabajo virtual E =p.
OW = E (FE -p,)ox, =0 E =F+ Fihg Fuerzas activas y fuerzas de Ligadura
_ F* _p. | E ligSy | = En realidad consideraremos fuerzas de
oW E( i —P ‘)6X1 * ! 6X1 0 ligadura perpendiculares a los
1 1 0 desplazamientos virtuales posibles.

Principio de D’Alembert

El hecho de que sea posible prescindir de unas fuerzas de ligadura que son desconocidas a priori se debe a

que nos limitamos a problemas en los que el trabajo de las fuerzas de ligadura es nulo. Esto también
se cumple en coordenadas generalizadas, ya que:

d oT oT
OW = ) (Q; —7;)oq; = » (Q] - ———9q; =0
Z b 2 ' |dtaq;, aq,
6W=EQ?g6qi=O

Partiendo del Principio de D’ Alembert, se deduce la ecuacion de Euler-Lagrange

VNIVERSITATG DVALENCIA
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S. Multiplicadores de Lagrange. Ejemplos.

Ejemplo matematico: Buscar la distancia minima del origen a una recta

F(x,y)=x"+y’ Funcién sujeta a la ligadura y =2x+1
F'(x,y)=x* 4y + A(y = 2x-1) 7
Y oAy y=2x+1
Cuando se minimiza F, también se minimiza F' ya que
lo que hay en el paréntesis es nulo ;
ofF"
O0=——=2x=2A | F(x,y)
0x 3 ecuaciones y 3 Es la distancia de los puntos
0= 8_F' —2y+A incognitas de la recta al origen
dy
oF'
0=—=y-2x-1 y=2x+1
oA
. 2 1 2
SOLUCION: x=-— y=— A=x=-—
5 5 5
1
Fmin = g

VNIVERSITATH DVALENCIA
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. ye . Chantal Ferrer Roca 2008
S. Multiplicadores de Lagrange. Ejemplos

Vamos a formalizar el calculo de las ligaduras : Supongamos un sistema que tiene un conjunto de
coordenadas generalizadas que no son todas ellas libres

Y, j=12..3N
fa(%j }f) =0 a=12,.,m otambién:
Y que haya m ecuaciones de ligadura f ( % }‘t) Cte a1l m

Las coordenadas se pueden tratar como libres con la condicion de que se introduzcan unas
coordenadas A, (multiplicadores de Lagrange), que, incluidas en la lagrangiana, proporcionan las
ligaduras como ecuaciones del movimiento:

L/l(qj'aq.jaﬂ‘a;t) =L(q]'9q.j;t)+21'

=0 o cte

d GL)L_GLA_O d oL 0L
' - . 3N+m ecuaciones e
Z’t gzj GZJ “ aqj GQJ ' incognitas
T —— f(g, =0 a=12,.m
dt oA, 0A, )
ig
Se resuelven para obtener las coordenadas y las fuerzas generalizadas de ligadura: i * 9 g,
J

Dimensionalmente, fuerzas o momentos de fuerzas

: I
Como debe ser, se verifica que oW = E Q%9q; = E hof =0 VNIVERITATS DVALENCIA
1 o
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S. Multiplicadores de Lagrange. Ejemplos.

A N -.._.N =mgcosa

EJEMPLO 7: Movimiento en un plano de un cuerpo: 2 coordenadas h Wi
. L — T V — 1 '2 ° 2 y X ___JI-]V_
Lagrangiana : =1-V = Em(x +y7)—mgy @ x
. mg
Ligadura: y=h-xtga f(x,y)=y-h+xtga | o .
. nulo | X
Lagre.mg.lana con L, =L+Af(x,y)=—m(x*+3°)—mgy+A(y + xtga - h)
multiplicadores: 2
O=iaL.7‘—aL7L = mjé—)tg= mx - Aiga tea
dt ox  ox 0x )'c°=g1 3 = gsinacosa
L, L ) TiE
O=ia%—a A=mj}+mg—ki=my+mg—l A =mgcos’ a
dt dy 9y ay
d oL, oL
0=—""*_""* _yixtoa—-h :
dt an o y+XIig (Ligadura)
mX mgsinocosa ) lig af
A= = =mgcos  a =N, =0 =A—
tga tgal ay
2 . lig af VNIVERSITATH D VALENCIA
A tga =mgCoS l‘ga =mgcoSasSmao = Nx = Qx = A,a— OpenCourseWare
X
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S. Multiplicadores de Lagrange. Ejemplos.

EJEMPLOS8: p=[=+x"+1> Ligadura f(x,y)=+/y"+x* =I=cte

'&.‘i L, =L-Af = Em(x2 + 77 )+ mgy— Ay’ +x°

v
v I =T
| \ T
: p | O=daL_A—aLA=WD.C.+)L£ «— 2 2
: dt ox 0x / f(x, )=~y +x" =l=cte
! L, d JL, 0L, . % /

g Lo 0= £ =my—-mg+A=

------- 2 dt dy 9y /
: mgsin 6
\ \\ .o _ . —_ llg _
g mi =—Asng =0 =T, A\ =Tension T (radial)

my —mg =-Acosf =Q;ig =T,

Si se hubiera escogido otra forma de escribir la ligadura, la relacion entre el multiplicador y la tension
habria sido otra, pero siempre proporcional a la tension. Por ¢;j. :

g(x, )=y +x" =1> =cte

PROBLEMAS 5.11, 5.12 del boletin -
Ejercicios del cuestionario : 51 openCourseWare  Chantal Ferrer Roca 2008



6. Funcion Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton o ecuaciones canonicas.

Funcién Hamiltoniana H = E q; - LL| Veamos que en ciertas circustancias se conserva

dH oL
& = > md; + @4, @ qu qJ+dt
J

8L
ot (Ec de Euler-Lagrange)

dH
dt|

Si el tiempo no aparece explicitamente en la Lagrangiana, H=cte (se conserva)
(queda implicito que se cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange y que las fuerzas son

conservativas). . . .
) Para ligaduras escleronomas o relaciones

Ademas: estaticas entre coordenadas x, = x, (qj)

2T = Epkxk—zpk(zé)xkqj axk) ETC +Epk%~

H = E w4, -L=2T-(T-V)=T+V =E Si las ligaduras son escleronomas, la
.] .] L3 L] ] ] r
. Hamiltoniana coincide con la energia

del sistema

VNIVERSITATG D VALENCIA
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6. Funcion Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton o ecuaciones canonicas.

Consecuencias:

- sistema con ligaduras escleronomas: la lagrangiana no tiene dependencia explicita con

b)

sistema con ligaduras reonomas: las coordenadas dependen
explicitamente del tiempo, luego H no coincide con E.

Si L = L(t) la lagrangiana depende explicitamente del tiempo: la H no
es constante.
Si L # L(t) la lagrangiana no depende explicitamente del tiempo: la H
es constante.

Ejemplo: el sistema de la figura es obligado a girar con velocidad angular

constante (por ejemplo, por un motor): las coordenadas dependen
explicitamente del tiempo, luego la Hamiltoniana no coincide con la
energia. Sin embargo L # L(t), luego la Hamiltoniana se conserva y es
una constante del movimiento. Pero la energia no se conserva (de
hecho, hay una fuente externa de energia que obliga a ese giro).

Problema 5.12

VNIVERSITATG IDVALENCIA
OpenCourseWare

el tiempo, luego H=cte. Ademas, H = E, luego la energia total se conserva.

Chantal Ferrer Roca 2008



6. Funcion Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton o ecuaciones candnicas.

l Se anulan mutuamente i
H 7. =L dH =y (r,dg, +q.dm, —id )—%dt
_zﬂjqj— E q,+9, aq, q; P
/ /ff /
Por otro lado: J ofT
H=H(QJ’JT],ZL) dH = E(—dﬂf +—]d )+?df
Ecuaciones Canodnicas o de Hamilton . Son simétricas

oH oH . S1 una coordenada es ciclica,
q i T i=s T explicitamente su momento

: \ conjugado se conserva

2s ecuaciones de 1¢ orden

H=H(q,), 7n.=0

. oL | Ecuaciones de Lagrange,
;= g s ecuaciones de 2° orden
Respecto a la lagrangiana, la Hamiltoniana L=L(q Iz q ol ) H=H(q 51 )
depende de otras variables e T VAL

OpenCourseWare Chantal Ferrer Roca 2008



6. Funcion Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton o ecuaciones candnicas.

EJEMPLO 9: masa sujeta a muelle (1D) OpenCourseWare
uilibrium 1 . 1 GT . .
s L=T-V=—mx’-—kx’ p, =——=mx, i =L
x . 2 2 0x m
ANNANN /N \ AN \ . R ] 2 ]
‘7/_“’ vV VVVVVV H=Enjqj—L=pxx__mx2+_kx2=px +—kX2
4 2 2 2m 2
. . 1 1 2 1
(t) bien, ten1e1.1d0 en cuen?a que se H=T+V =— mx2 4o kx2 _ P, 4 kx2
rata de un sistema con ligaduras 9) 9) 2m 9)
escleronomas, en este caso:
. oH p : k
apx m m m
. oH /
p, =—- =-kx
X

PROBLEMAS del boletin 5.14, 5.15 y todos los anteriores, abordados por ec. de Hamilton
Ejercicios del cuestionario : todos, abordados por ec. de Hamilton
Chantal Ferrer Roca 2008



7. Principio de minima accién o principio de Hamilton.

Para cualquier trayectoria con coordenadas ¢4; y velocidades ¢, es posible definir una
funcion denominada Accion :

A =fL(QJaqj;t)dt
4
PRINCIPIO VARIACIONAL O PRINCIPIO DE HAMILTON:

De todas las trayectorias geomeétricamente posibles o imaginables de un sistema, la

trayectoria fisica es aquella que minimiza la accion. f
d oL oL q(7)
Variacion arbitraria ei=l < 5 =0
., / dt aq Jj aq J
de la accion.
tl

La dindmica puede tener el principio de Hamilton como postulado basico (en lugar de las ec. de Newton).
Ventajas:
* Es invariante respecto a las coordenadas concretas elegidas para expresar la Lagrangiana
» Permite abordar dentro de la mecanica problemas que en principio no pertenecen a este ambito.
Por ejemplo, la teoria de campos.

VNIVERSITATH D VALENCIA
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7. Principio de minima accion o principio de Hamilton.

DEMOSTRACION: q; j=1,...,5 Conjunto de s variables independientes

-
[

Construimos ~ ¢;(¢,a) =q,(t,0)+an;(f) o parametriza las trayectorias posibles

\A
0A Se anula en los extremos
04 =— oo T 1‘2 qj(tz)
ool 00 valor concreto de . para el que se tiene un
) minimo de la accidn, por ejemplo 0.
t2 q] (t, al)
A = [Lig.(t,a),q.(t,o); t fit Trayectorias posibles
f ( ] . )1 (distintas o) q,(t,0,)
A 9 B oL 9q; 9L 0q; "o
det —dt = f et Dyt 7
da  da 0q; aoc j da
t j 0 en los extremos
l Integracion por partes
faL% f oL 9%q; , _ dL 9, _}daLan
an oo dq; dtoa aq; . 1dt aq; oo
" aq; 2[oL d oL
6A=% oo =f aL—da.L bt} dadt =f = 10q;dt
|, g aq; dtaq;({ da ) 1 dq; dt dq;

aL d aL / VNIVERSITAT DVALENCIA
MA=0 < =0 '

OpenCourseWare
aq ; dt aq ;
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