TEMA 1. Termodinamica Estadistica: Fundamentos y

Sistemas de Particulas Independientes.

Parte I: Fundamentos

1. Introduccion a la Termodinamica Estadistica

2. Estados de un Sistema. Relacion entre las Propiedades Macroscopicas y
Microscopicas de un Sistema.

3. Funciones Termodinamicas en el Colectivo Canénico.

4. Propiedades e interpretacion de la Funcion de Particion Candnica.

5. Bibliografia.
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1. Introduccion a la Termodinamica Estadistica.

La mecdnica estadistica proporciona el nexo de union entre la descripcion mecdnica
(cuantica o clésica) y termodinamica de un sistema macroscopico. Su objetivo es
deducir las propiedades macroscopica de un sistema (entropia, capacidad calorifica,
tension superficial, viscosidad ...) a partir de las propiedades microscopicas (geometria

molecular, interacciones intermoleculares, masas moleculares ...).

La mecanica estadistica se asienta sobre tres pilares: el punto de partida (la mecanica),
el punto de llegada (la termodindmica) y el camino entre ambos (la estadistica).
Originariamente la mecanica estadistica surge del trabajo de Maxwell y Boltzmann
sobre los gases (Teoria Cinética de Gases, que estudiaremos en otro tema), aunque tomo
un enfoque distinto a partir del trabajo de Gibbs (que publicoé en 1902 su libro
‘Elementary Principles in Statistical Mechanics’). Habitualmente la mecanica
estadistica se divide en dos partes:

- La mecanica estadistica de equilibrio (o termodinamica estadistica) que se

ocupa de sistemas en equilibrio termodindmico)
- Lamecanica estadistica de no equilibrio dedicada al estudio de los fenomenos de

transporte (de calor, materia ...) y de las reacciones quimicas.

2. Estados de un Sistema. Relacion entre las propiedades macroscopicas y

microscopicas de un Sistema.

El problema que surge en la termodindmica estadistica es el de conectar dos
descripciones de un sistema macroscépico, es decir, formado por un gran nimero (N) de
particulas o moléculas. El estado de un sistema (cada una de las formas en que puede

presentarse) se puede especificar de dos maneras distintas, distinguiendo entonces entre:
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- Estado Macroscopico o Macroestado: El estado del sistema se define por los valores
de variables macroscopicas denominadas funciones de estado (no dependen de la
historia del sistema) que vienen relacionadas por una ecuacion de estado.

Para una sustancia pura en equilibrio el estado de un sistema queda definido por tres
variables. Por ejemplo la Presion (P), la Temperatura (T) y el nimero de moles (n).
Otras variables macroscépicas (el Volumen, V, por ejemplo) pueden obtenerse mediante

nRT

la ecuacion de estado correspondiente. Si nuestro sistema es un gas ideal V = , sl

es un gas real podriamos usar otro tipo de ecuaciones como la de van der Waals:

2
(P + %)(V - nb)= NRT, donde a y b son constantes propias de cada gas.

El macroestado en este caso queda completamente especificado usando tres variables o
funciones de estado, ya que cualquier otra magnitud puede obtenerse a partir de ellas.
Asi la energia interna podria obtenerse como una funciéon: U=U(P,T,n)=U(V,

T,n)=U(...).

- Estado microscopico o Microestado: La forma de especificar el estado microscopico
de un sistema depende de si utilizamos la mecdnica clasica o la cudntica en su
descripcion.

En mecénica clasica el estado microscopico de un sistema de N particulas queda
especificado cuando se conocen las coordenadas y velocidades de todas ellas en un

instante t dado:

Xl: yl’ Zl) X23 e ’XNa yN) ZN = r’]arZs--ﬂrN

Vx1s Vyl, Vzls «-+ 5 VxN, VyN, VaN = V.V, .0,V
Se necesitan por tanto 6N variables, a partir de las cuales podemos calcular las

propiedades del sistema, tales como la energia total, suma de la cinética (K) y potencial

(V)
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N
1 ~ -
E=K+Vp=2§mN?H¢mwum) M

La energia del sistema dependerd del nimero de particulas y el volumen disponible
E=E(N,V)

En mecanica cuantica el estado queda definido por la funcion de onda del sistema. Si
hay N particulas necesitaremos 4N nimeros cudnticos para especificar la funcion de
onda (por ejemplo para un electrén necesitamos cuatro numeros cuanticos: n, I, m y el

de espin, mg). Conocida la funcién de onda podemos calcular la energia del sistema
HY, =E,W, 2)

siendo la energia, como en el caso anterior, funcion de Ny V.

Por supuesto las descripciones micro y macroscopicas no son independientes entre si.
(Cual es la relacion entre ambas? Al pasar de una descripcion microscOpica a una
macroscopica se produce una drastica seleccion de la informacion ya que pasamos de
necesitar 4N (6 6N) variables a solo unas pocas (3 para una sustancia pura). ;Como se
produce esta reduccion?. Supongamos que tenemos un sistema en un recipiente cerrado
de paredes rigidas y conductoras en contacto con un bafio termostatico. En este sistema
el macroestado se puede especificar facilmente mediante los valores del nlimero de
particulas, volumen y temperatura (por ejemplo 1 mol de gas a 298 K y ocupando un
volumen de 20 L). Si observamos el sistema en distintos momentos su estado
macroscopico no cambiard (estd en equilibrio). Sin embargo, las moléculas que lo
componen estan en continuo movimiento cambiando rapidamente sus coordenadas y
velocidades. Es decir, tenemos un unico macroestado pero muchos microestados
diferentes compatible con ¢él. ;Qué ocurre cuando medimos cualquier propiedad
macroscopica?. Si intentamos medir una propiedad como la presion introduciendo un
bardmetro necesitaremos un tiempo finito para realizar la medicion (por ejemplo 1
segundo) durante el cual el sistema pasara por un gran numero de microestados (las

velocidades con que se mueven las moléculas de un gas son del orden de cientos de

Quimica Fisica Avanzada. Cuarto curso
Departamento de Quimica Fisica
Curso 2009-2010

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare



m/s). Cada una de las variables macroscopicas corresponde realmente a un promedio
temporal sobre todos los microestados visitados durante la medida. Esta relacion entre
estado macroscopico y microscopico queda recogido en el grafico siguiente en el que el
sistema pasa por infinidad de estados microscopicos mientras permanece en el mismo

estado macroscopico.
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Macroestado Tiempo Microestado Clasico Cuantico
{I'}3,{V}3, E3 —_—— e —— 1P3,E3
Vs, Bs |- —e—— W5, Es

Solo hay uno 5433 —_————
Y {r}3 9{V}3’ E3 : : - = 1p3, E3
{r};4{v};, E, T v ,E,
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Hemos de notar tres aspectos importantes: i) hay muchos microestados compatibles con
un macroestado en los sistemas macroscopicos ii) no todos los microestados son
compatibles (si tenemos un sistema cerrado con un volumen de terminado no seran
compatibles aquellos microestados que impliquen moléculas fuera de ese volumen) iii)

a lo largo del tiempo cada microestado puede ser visitado varias veces.
El Colectivo

(Cual es la relacion que existe entonces entre las propiedades macroscopicas del sistema
y las microscopicas?. Como hemos sefialado, durante el proceso de medida de una
variable macroscopica se visitan un gran nimero de estados microscopicos, por lo que
el valor obtenido sera el resultado de un promedio sobre los microestados visitados. Por
ejemplo la energia interna (magnitud termodindmica) es el promedio de las energias de

todos los estados microscopicos visitados durante la evolucion temporal del sistema:
U=(E), 3)

Recordemos que nuestro objetivo es el de ser capaces de calcular las propiedades
macroscopicas a partir de las microscopicas. De acuerdo con la ecuacion (3) para
conocer la energia interna de nuestro sistema no sélo necesitamos conocer la energia de
los diferentes microestados del sistema sino que ademds necesitamos conocer la
evolucion temporal del mismo, sabiendo qué microestados visita y durante cuanto
tiempo. Evidentemente esto entrafia una dificultad enorme. Afortunadamente podemos
tomar un atajo. Supongamos que en lugar de tener la evolucién temporal de un tnico
sistema disponemos de un gran numero (A) de sistemas idénticos, todos en el mismo
estado macroscopico pero congelados en distintos estados microscopicos. A este

conjunto se le conoce como colectivo:
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Colectivo

Macroest X Macroest X Macroest X Macroest X

Microest 3 Microest 5 Microest 19 Microest 3

Macroest X Macroest X

A sistemas

Microest 7 Microest 43

Macroest X Macroest X

Microest 5 ¢ o0 Microest 4

La energia promedio en un colectivo se puede calcular sabiendo el nimero de sistemas

del colectivo que se encuentran en un determinado microestado j (a;):

sistemas microest 9 | .
E i a J E J

Eu= 2 A~ 2 & ~2P5 4)

J

Siendo p; la probabilidad de que aparezca un determinado microestado en el colectivo.

Si suponemos que el proceso de medida es grandisimo comparado con el tiempo que
tarda nuestro sistema en pasar de un microestado a otro, entonces podremos suponer
que durante este tiempo el sistema ha visitado todos los microestados compatibles con
el estado macroscopico, permaneciendo en cada uno de ellos un tiempo proporcional a

la probabilidad de ocupacion de ese microestado p;. En ese caso el promedio temporal
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de una propiedad macroscopica en el sistema de interés es igual al valor medio de dicha

propiedad en el colectivo:

microest
U=(E), = Eijj ®)
J
(Podemos entender esta ecuacion pensando en el lanzamiento de un dado. Para conocer
el valor medio de varios lanzamientos no hace falta realizarlos y anotar el resultado,
sino simplemente conocer la probabilidad de que salga cada uno de los valores. Por
supuesto la relacion solo se cumple si el nimero de lanzamientos es muy alto) Esta
relacion (5) se conoce como hipotesis ergodica y puede extenderse a cualquier

propiedad mecénica del sistema.

>_<=ijxj (6)

Esta hipotesis implica que para un determinado sistema, en el que son posibles unos
determinados estados microscopicos, las variables macroscopicas se pueden calcular si
conocemos la probabilidad de ocupacion de los microestados. Asi pues son estas
probabilidades p; los que definen el estado macroscopico en el que se encuentra nuestro
sistema. Para conocer las propiedades macroscopicas ya no necesitamos seguir la
evolucion temporal sino conocer las probabilidades de cada microestado. Cuando el
sistema cambia de un estado macroscopico a otro lo que ocurre es que cambian las
probabilidades de ocupacion de los microestados. Imaginemos un sistema para el que
son posibles 3 microestados distintos (en los sistemas macroscopicos el numero es
grandisimo) con energias E;=1, E>=2 y E;=3 (en unidades arbitrarias). La siguiente

figura ilustra dos posibles estados macroscopicos distintos:

Macroestado 1 Macroestado 2

r r 3
Tenemos dos estaltos macroscopicos diferentes "I_'epc rtiendo el sistema de forma distinta
entre los microestadgs. En el primer caso el sijtlema se encontrara siempre en el

microestado 2, mientfas que en el macroestado 2 ¢l sistema pasa el mismo tiempo en
3 _ p;=0 3 _ ps=0,33
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10

cada uno de los microestados posibles. Notese que en este caso los dos macroestados

tienen la misma energia interna:

3
Uy = 3P =0-141:2+0-3-2
J=

3
U, =2ijj -033:1+4033:2+033:3 =2
]=

Sin embargo, no todas las propiedades macroscopicas del sistema pueden calcularse de
esta forma ya que algunas propiedades no tienen su equivalente microscopico, es decir,
no estan definidos para un determinado microestado. Podremos calcular todas aquellas
propiedades que dependan de la energia o de la velocidad/posicién de las particulas,
tales como la presion o la energia interna, es decir las propiedades llamadas mecénicas.
No podremos calcular por ejemplo la entropia, ya que no existe un valor de la entropia
para cada microestado. La entropia depende de cdémo el sistema se reparte entre los
microestados y no del valor que toma una propiedad en cada microestado. Pensemos en
el ejemplo anterior, el macroestado 1 corresponde a un sistema perfectamente ordenado,
pues el sistema siempre se encuentra en el mismo microestado, mientras que el
macroestado 2 corresponde al sistema perfectamente desordenado pues la probabilidad
de todos los microestados es igual. En otras palabras, el macroestado 2 es de mayor
entropia que el 1: S;>S;. ;Coémo podemos calcular la entropia? Para ello podemos hacer
uso del concepto de colectivo. Para un colectivo de sistemas podemos medir su
desorden como el nimero de formas de repartir los A sistemas que lo forman de manera
que siempre haya a; en el microestado 1, a; en el 2 ...a, en el n. (Estos numeros a;...a,
no pueden cambiar ya que sino cambiariamos el macroestado y por tanto la entropia).
Como los sistemas son macroscopicos son distinguibles y por tanto el nimero de formas

de repartir viene dado por la expresion:
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Al Al

W = = n
a,la,!l...a! Hai!
J=

(Por ejemplo, el nimero de formas de repartir cuatro letras a, b, ¢, d de forma que haya

(7

4!
3 enun grupo y 1 en otro es i 4).

Una vez obtenido el desorden de un colectivo de sistemas, necesitamos una relacion de
esta magnitud con la entropia. Para conocer cudl es la relacion podemos pensar en 1
sistema formado por dos partes (B y C) independientes. La entropia total sera
Sec=Sp+Sc

Por otra parte, el nimero total de formas de desordenar el sistema sera el producto del
numero de formas de desordenar cada una de sus partes

Wpc=Wp-Wc

La operacion matematica capaz de relacionar un producto con una suma es el logaritmo,
por lo que la relacion entre desorden (W) y entropia (S) debe ser de la forma:

S=k-InW (8)

donde k es una constante de proporcionalidad conocida como constante de Boltzmann.
Efectivamente para nuestro sistema BC:

Spc=k: InWpc=k InWgW_ = k- [InWp+InWc]= k. InWp + k. InW=Sg+S¢

Combinando las ecuaciones (7) y (8) para obtener la entropia de nuestro colectivo de

sistemas:

S, =klIn

Al
' =kInA!—kInHaj!=kInA!—kEInaj! 9)
Haj' i ]

j
Para simplificar esta ecuacion vamos a utilzar una relaciéon matematica para el célculo
de logaritmos de factoriales de nimeros muy grandes. Esta relacion se conoce como la
aproximacion de Stirling:

INNl=NInN -N para N grandes (10)
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Podemos comprobar la validez de esta aproximaciéon comparando el valor exacto del
logaritmo con el proporcionado por la férmula para varios valores. Viendo la evolucion
del error con N es facil darse cuenta de que serd muy pequeilo para sistemas

macroscopicos (donde N~10%).

10 15,104 13,026 13,76
50 148,48 145,60 1,94
100 363,74 360,52 0,89
1000 5912,1 5907,7 0,07

Pueden encontrase mas detalles sobre esta aproximacion en ‘Physical Chemistry’ de

McQuarrie & Simon p. 809 y ss.

Usando la aproximacion de Stirling en nuestra ecuacion (9) recordando que el nimero

de sistemas en un colectivo es tan grande como sea necesario:

S,y =kAINA-kA-kMYa lna +k)a =kAInA-kA-k) alna +kA =
Z J J Z J Z J J

(1T)
=KAINA -k Sa. Ina.
: ] ]

Esta serd la entropia del colectivo de sistemas, pero como todos los sistemas son iguales

(estan en el mismo macroestado) todos deben de tener la misma entropia, por lo que la

entropia del sistema S se puede obtener como:

S

a.
S= ;\0' =kInA—kEKJInaJ. (12)
J
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Introduciendo ahora la probabilidad de que se dé un determinado microestado pj=a;j/A

nos queda:

S=kinA-k)p.In(Ap,)=kInA-k Y p:Inp,. -k Y p.InA=
Z J ] 2 ] J Z J

(13)
= kInA—kEijnpj —kInAEpj =kInA—kEpj Inp, -kInA = —kzpj Inp,
J ] ] ]

ya que la suma de las probabilidades de todos los microestados posibles debe ser la
unidad. Como indica este resultado, la entropia de un sistema depende Unicamente de
como se reparte entre los diferentes microestados posibles (el desorden). Un
macroestado perfectamente ordenado corresponde a aquel en que la probabilidad de un
microestado es la unidad y del resto cero. En ese caso, utilizando (13) obtenemos que su

entropia es nula.

Tenemos por lo tanto las dos ecuaciones que nos permiten conectar el mundo

microscopico con el macroscopico:

U=Eijj S=—k2pjlnpj (14)
J J

Una vez solucionada la ecuacion de Newton (clésica) o la de Schrodinger (cuantica)
tendremos el conjunto de microestados de nuestro sistema y por lo tanto los posibles
valores de la energia E;. Las ecuaciones (14) permiten hacer el transito al mundo
macroscopico, pues conociendo U y S podemos obtener cualquier propiedad
termodindmica de nuestro sistema. Lo tnico que nos falta para completar el viaje desde
la visién microscopica a la macroscopica es conocer las probabilidades p; de cada uno

de los microestados.

Microestados Macroestado
Clasico {r}{v}. E U= EijJ
]
, p g .
El (?Lr‘gmlegga por lﬁ,jt’aﬁto es el cal i 111da<éd£ i S}si‘heglja se encuentre

en un determinado microestado. El calculo hay que hacerlo paraftodos los microestados
Otras propiedades termodinamicas

‘ Quimica Fisica Avanzada. Cuarto curso
VNIVERSITRTG IDVALENCIA I ;s
OpenCourseWare Departamento de Quimica Fisica

Curso 2009-2010



14

que sean compatibles con la descripcion macroscopica del sistema y eso dependera de la
forma que elijamos para describir nuestro sistema. Por ejemplo, si tenemos un sistema
aislado esta claro que mantendra la energia interna U constante. Por lo tanto, el sistema
solo podra visitar aquellos microestados que tengan un determinado valor de la energia
E. Sélo aquellos microestados cuya energia E; tenga ese determinado valor seran
compatibles con nuestro sistema. En ese caso, cuando se tiene un colectivo de sistemas
en diferentes microestados, todos con la misma energia E, se habla de colectivo
microcanonico. Si queremos describir un sistema en un bafio térmico con paredes
rigidas, impermeables y conductoras, entonces tenemos un sistema de nimero de
particulas (N), volumen (V) y temperatura (T) constante. En ese caso seran compatibles
todos los microestados que correspondan a ese valor de N y V, sin restriccion en el
valor de la energia, el cual, a nivel microscopico, podria variar. Tendremos entonces un
colectivo canonico. Este colectivo es mucho mas practico en quimica que el
microcanénico y por lo tanto es el que vamos a emplear para el calculo de las

probabilidades p;.

Probabilidad de un Microestado en el Colectivo Candnico

En el colectivo canonico, el estado macroscopico queda fijado al conocer N, V y T, por
lo que la energia interna se obtendra como funcion de estas tres variables (U(N,V,T).
Sin embargo, como ya hemos dicho antes, la energia de los microestados es funcion
unicamente de N y V (E(N,V)). Pensemos en un conjunto de N particulas

independientes de masa m en una caja monodimensional de longitud a, la energia sera:
N h2

E-= 2 -n?,

~ 8ma

De acuerdo con la siguiente igualdad las probabilidades de ocupacion de los

microestados deben de ser funcion de la temperatura:

UNV,T) = SpE(N.V) (15)
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Por otra parte parece 16gico suponer que la relacion entre el nimero de sistemas del
colectivo que se encuentren en el microestado j y en el microestado i debe depender de
las energias de ambos (E;, E;). Podriamos escribir por tanto:

L 1(E,E)) 16
Pi

(Como deben de combinarse las energias en esta funcion f?. La energia de un
microestado depende de la eleccion arbitraria del cero de energias potenciales, sin
embargo la relacion entre las probabilidades de dos microestados no puede depender de
esta eleccion. En consecuencia, la relacion de probabilidades debe ser funcion de la
diferencia de energias:

&=f(Ei,Ej)=f(Ei—Ej) (17)

Pi

Si consideramos ahora tres microestados distintos (i, j, k). Por lo que acabamos de decir,

podremos escribir:

Pe _tE, -E,) &=f(Ei—Ej) Pe_fE-E) 09
E P P, P,
Ek
Ahora bien se debe cumplir también la relaciéon matematica: P _ PiPe por lo que de
Pi  Pi Pj
acuerdo con las relaciones (18):
f(Ei-Ei)= f(Ei-E;) f(Ej-E\) (19)

SI nos fijamos en esta ecuacion, el término que aparece dentro d ela primera funcién es
la suma de lo que aparece dentro de las otras dos:

(Ei-Ex)= (Ei-Ep+(Ej-Ex)

La unica funcién matematica que cumple esta relacion(el producto de dos funciones es
igual a la funcion de la suma) es la exponencial € -e’ = e . Por lo tanto la relacion

entre las probabilidades de dos microestados viene dada por:
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& _ eﬁ(Ei—Ej) (20)
P

lo que implica que las probabilidades vienen dadas por:

Pi = Ce ™™ = Cexp(-BE;) (21)
Para determinar completamente las probabilidades necesitamos conocer C y pB. B la
obtendremos en el apartado siguiente al comparar los resultados obtenidos con la
termodinamica mientras que C se puede determinar por la condicion de normalizacion.
Efectivamente la suma de las probabilidades de todos los microestados debe ser la

unidad:

1

1=Epj=CEexp(—BEj]eC=W_B—E) (22)
J J i

J

Quedando entonces la probabilidad de ocupacion de un determinado microestado como:

exp(— |3Ei)

TS ewkE) -
J

Al denominador de esta expresion se le conoce como funcion de particion canonica (Q)

y es funcion de P y de las energias de los microestados, es decir, de Ny V:

QN,V,B) = Y exp(-BE, ) (24)

Nos queda por determinar § que, por lo dicho anteriormente, debe ser funcion de la
temperatura. Para obtener 3 vamos a establecer la relacion entre las funciones
termodinamicas obtenidas a partir del colectivo canoénico y las expresiones

proporcionadas por la termodinamica.

3. Funciones Termodinamicas en el Colectivo canonico.

Utilizando las probabilidades que acabamos de obtener en el colectivo candnico, la

energia interna puede escribirse como:
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-BE,
i _

U=ijEj=2 3 3 (25)
Esta expresion puede simplificarse teniendo en cuenta que:
-BE;
aQ(N,V,B) © ge "
(—) T | T2 =Y-Ee™ @0
8[3 N,V 6[3 ] 8[3 NV ]

N,V
con lo que sustituyendo en la ecuacion (25) nos queda que la energia interna puede

expresarse como funcion de Q:

)
U= - aﬁ N,V=_(8|nQ) (27)
Q By

Para la entropia, sustituyendo en la expresion (13) nos queda:

-BEj -BEj -BE;
S=-kSp,Inp, = -kEeTlneT - —kz%[—ﬁEj _nal-
| | ‘ (28)

-BEj

Ee kInQ
_ j
= Bk EJ aQ + , e

—pl

7 _BKU +kInQ
Q pkU+

Si comparamos la expresion que acabamos de obtener, con la que proporciona la
o . u A . ,
termodinamica para un sistema a N, V y T constante S = -7 siendo A la energia

libre de Helmholtz llegamos a la conclusion de que para que ambas expresiones sean

compatibles tienen que cumplirse que:

_ 1
KT

A = kTInQ (30)

Ahora que ya sabemos el valor de 3 podemos reescribir nuestras expresiones para la

(29)

energia interna y la entropia, quedando a partir de las ecuaciones (27) y (28)
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U=_(aan) =_(aInQ) £=_(aan) (a_fs)‘=kT2(a|nQ) 61)
By 0T Jyv 9P oT )yl oT T v

U alnQ
S =BkU+KINQ = = +KInQ = kT
pkU+ T (aT

) +kInQ (32)

A partir de estas dos expresiones, que conectan los estados microscopicos con el
macroscopico a través de la funcion de particion candnica podemos obtener cualquier
magnitud termodindmica. Veamos algunos ejemplos como la presion, la entalpia, la

energia libre de Gibbs o el potencial quimico:

A (33)
aV TN aV TN
H=U+PV=kT2(a|nQ) +kTV(aInQ) (34)
T N,V aV N, T
G=H-TS=A+PV=_kTInQ+kTv[(2NQ (35)
av N, T
w=(28) NG (PA) o Nkt 9nQ (36)
an TV aN TV aN T,V

en la ultima expresion hemos tenido en cuenta que el nimero de moles n es igual al

nimero de moléculas (N) dividido por el nimero de Avogadro (Ny).

4. Propiedades e interpretacion de la Funcion de particion canoénica.
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Acabamos de ver que las propiedades termodindmicas de un sistema pueden expresarse
en funcion de Q(N,V,T) y de sus derivadas (con respecto a T, a V o a N). Vamos por

tanto a dedicarnos a interpretar esta funcion de particion y sus caracteristicas.

Interpretacion de O(N,V.T)

Supongamos un sistema con niveles de energia no degenerados (g=1 Vi) y

equiespaciados con valores de energia (en unidades arbitrarias) de 0, 1,2, 3 ...

E La funcidn de particion Q(N,V,T) se puede escribir como:

1 . microest E. E E E

1 — Q= exp| - — |=exp| - —2 |+exp| - — |+exp| -2 |+...=
B e e
o = exp _0 +exp 1 +exp _2 +...=1+exp 1 +exp _2 +
0{ — KT KT kT KT KT )

(Que valor toma Q(N,V,T) a diferentes temperaturas?
SiT—>0Q =1+exp(-®)+exp(-w)+...=1
SiT—=oQ=1+ exp(0)+ exp(0)+ ...=1+1+1+ ... =n° total microestados

Tomando como origen de energias el nivel mas bajo, Q proporciona una estimacion del
nimero medio de microestados que son térmicamente accesibles al sistema. A cero
kelvin s6lo el microestado mas bajo es accesible mientras que a temperatura infinita
todos los microestados posibles son accesibles para el sistema. A medida que aumenta
la temperatura el sistema accede a microestados de mayor energia.;Qué ocurre a
temperaturas intermedias? Vamos a calcular Q(N,V,T) a dos temperaturas diferentes

(kT=1 y kT=4 en las mismas unidades que la energia)
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exp(-E/KkT)

E; kT=1 kT=4
0 1.0 1.0
1 0.368 0.779
2 0.135 0.607
3 0.050 0.472
4 0.018 0.368
20 2.06:107 6.73-10°

E 1.582 4.521

Q=Ee_ﬁ

20

El valor de la funcion de particion nos da una estimacion del niimero medio de

microestados accesibles para el sistema. Si la energia térmica es tal que kT~1, entonces

el sistema podré acceder hasta aquellos microestados en que E~1, en este caso a los dos

primeros (Q ~1.5). Si aumenta la temperatura de forma que kT~4, entonces el sistema

puede acceder hasta microestados de energia E~4, es decir , los cinco primeros (Q~4.5).

De todas formas podemos darnos cuenta que la probabilidad de que el sistema se

encuentre en un determinado microestado j siempre disminuye con la energia

EJ
XPl— kT
pj = Q

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare
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P;
E; kT=1 KT=4
0 0.632 0.221
1 0.233 0.172
2 0.085 0.134
3 0.032 0.104
4 0.011 0.081

La siguiente figura muestra la evolucion de la probabilidad frente a la energia para dos

temperaturas diferentes:

Podemos observar como la probabilidad de ocupacion de un microestado disminuye con
la temperatura. Siempre que estemos en una situacion de equilibrio el microestado mas
poblado serd el de menor energia, disminuyendo la probabilidad de ocupaciéon del
microestado a medida que aumenta la energia. Cuando aumentamos la temperatura

aumenta la probabilidad de ocupacién de los microestados mas altos en energia y
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disminuye la de los microestados mas bajos, pero siempre mantienen una mayor

probabilidad los microestados de menor energia.

La relacion entre las probabilidades de ocupaciéon de dos microestados (k y 1) de

diferente energia es:

ex _E
p( %T)Q _exp(—E%T)_ _(35) AE

Pe _ e K1) _gTkt (37)

ool i) onf )

Esta expresion, conocida como Distribucion de Boltzmann, establece que, en situacion

de equilibrio, siempre que la diferencia de energia entre dos microestados (AE=Ex-E))
sea positiva la relacion entre probabilidades pi/p; serd menor que la unidad. Siempre

sera mas probable el microestado de menor energia.

Supongamos ahora un sistema cuyos microestados pueden estar degenerados (existen
mas de uno con la misma energia). Ademés tomaremos como cero de energias el

microestado con menor energia:

E, —— — oo o — g, microestados
E, —— e e e — g, microestados
E1 ———— 0 © ¢ mmm g4 microestados
E,=0 —— 0 ® ¢ mmm g, microestados

La funcion de particion es la suma sobre todos los microestados de la exponencial de

menos la energia dividida por kT. Ahora bien, en esta suma todos los microestados
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degenerados contribuyen igual por lo que se pueden agrupar los términos a sumar por

niveles de energia:
microest

E.
Q-= E exp(—ﬁ) = exp(—E—_lo_) +...exp(—E—_|(1) +exp(—E—_|1_) +...exp(-E__|1_) +

J

90 91

+ex —E+ ex —E+ =g, ex —5+ ex —5+ ex —E+ =
-5 on{-E2] - 00(-E2 s g,em(-Ex .02 .-

92

niveles Ei
= Z g eXp(_ﬁ)

Es decir que la funcion de particion puede expresarse también como una suma por
niveles teniendo en cuenta la degeneracion de cada nivel.
microest E.

niveles E
Q-= E exp(—ﬁ)= E giexp(—ﬁ) (38)

] I

(Qué valor toma en este caso Q(N,V,T) a diferentes temperaturas?. Usando la expresion
que depende de los niveles y teniendo en cuenta que la energia del nivel fundamental es

CCro:

E E
Q =g, exp(0)+g, exp(—ﬁ) +d, exp(—ﬁ) +...=

=g, +g,ex —5+ ex —E—2+
=0o +9,€Xp KT g, exp el

SiT=0Q=g, +9; exp(— oo)+ g, exp(— oo)+ .=y

SiT—=x2Q=g, +9, exp(0)+ g, exp(0)+ ...=0y +9; +9, +... =n° total microest.

Es decir, como habiamos concluido antes, tomando como origen de energias el nivel
mas bajo, Q proporciona una estimacion del nimero medio de microestados que son
térmicamente accesibles al sistema. A cero kelvin sdlo el nivel fundamental es accesible
mientras que a temperatura infinita todos los microestados posibles son accesibles para

el sistema.
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Antes habiamos explicado que los microestados son tanto més probables cuanto menor
es su energia. Esta afirmacion no se mantiene cuando hablamos de niveles. Para saber la
probabilidad de que el sistema se encuentre en un determinado nivel de energia tenemos
que sumar las probabilidades de todos los microestados que pertenecen a ese nivel, y al
ser todas iguales (tienen la misma energia) la probabilidad de ocupacion del nivel i

viene dada por la expresion:

Ei

gie_ﬁ
=2 39
Pi="3 (39)
y la ley de distribucion de Boltzmann se escribe:
AE
P e AE-E, -E (40)

PG

Para saber la cudl es el nivel de energia mas probable necesitamos saber sus
degeneraciones. Pensemos en un sistema formado por dos particulas distinguibles e
independientes en una caja cubica de lado a. La energia del sistema es la suma de las

energias de las dos particulas:

h? }
2 2 2
8m32 |E]x,2 + r-]y,2 + r12,2

h2 [2 2 2
E =&, +82 =W nxy.] +ny,1 +nzy1

El nivel fundamental so6lo se tiene si todos los valores de los nlimeros cuanticos son
iguales a la unidad (particula 1 (1,1,1), particula 2(1,1,1)). El nivel fundamental es no
degenerado y contiene un solo microestado. En cambio el primer nivel fundamental se

puede conseguir con varias combinaciones de nimeros cuanticos:

Microestado 1 Microestado 2 Microestado 3 Microestado 4
Particula 1 (2,1,1) (1,2,1) (1,1,2) (1,1,1)
Particula 2 (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (2,1,1)

El primer nivel excitado estd mucho mas degenerado que el fundamental, de forma que
aunque el microestado mas probable sea el (1,1,1)(1,1,1), puede ocurrir que el nivel

fundamental no sea el mas probable. Por ejemplo la probabilidad del microestado
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fundamental puede ser del 10 % y la de los que aparecen en el primer nivel excitado sea
del 2%, pero como resulta que hay 6 posibles microestados la probabilidad del primer

nivel excitado (12%) resulta ser mayor que la del nivel fundamental.

En los sistemas macroscopicos (con un nimero de particulas de ~107) la degeneracion
aumenta muy rapidamente con la energia (al aumentar la energia aumenta también el
nimero de formas de distribuirla entre las particulas). En concreto se puede demostrar

N2 siendo N el niimero de particulas

que la degeneracion aumenta como E™N2 VN m
(ver McQuarrie & Simon, ‘Physical Chemistry’). Por lo tanto la probabilidad de

ocupacion de un nivel ya no es una funcion que decrece con la energia (como en la

figura anterior) sino la combinacion de una funcion decreciente (e'E/ kT) y otra creciente
(2.
_Ei
9i e kT b,
X =

E. E

Las propiedades de los sistemas vendran por lo tanto determinadas por aquellos niveles

de energia mas probables de ser ocupados durante la evolucion del mismo:

microestados niveles

U= EijJ: EpiE (41)

S6lo necesitamos considerar aquellos niveles que tienen unas probabilidades
significativas, es decir aquellos que presentan unas energias determinadas alrededor de
la energia media del sistema (la figura anterior nos muestra que pi~0 cuando la energia

se aleja por exceso o defecto del valor medio)..

Dependencia del origen de energias
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Hemos comentado anteriormente que el origen de energias (potenciales) es arbitrario
por lo que, en principio, podremos escoger uno u otro, cambiando el valor de las
energias de los microestados. Por otra parte acabamos de ver que tomando como cero el
microestado de energia mas baja podemos interpretar la funcion de particion como el
numero de microestados accesible. ;Como afecta la eleccion del origen de energias a la
funciéon de particion? Y lo que es mas importante ;afecta a las propiedades
termodinamicas calculadas para el sistema?. Supongamos que tenemos un sistema
cuyos microestados tienen como energia (en un determinado origen): Eoy, E;, E,, ...Si
decidimos cambiar el origen y situarlo en el microestado de menor energia, ahora

tendremos los valores: 0, E’1= E-Ey, E’»= E»-E,, ...:

°
° )
° )
_____EZ L]
-------------- _ E,E,qE,
E, T E'=E-E
____________ 0

A la funcién de particion calculada con la primera escala la denominaremos Q’ y a la
calculada con la segunda Q:

Q=e"f e o 4 |

Q=e+e ™ ye P 1 11 PEF) g PEE)

Evidentemente ambas magnitudes no valen lo mismo. Sacando factor comtin exp (-BEo)
en la primera:

Q=e " (I +ePEE) | g PEEo) )= e™Q (42)

Es decir, cambiando el origen de energias cambia el valor de la funcion de particion. Ya
hemos visto que la escala mas practica es la que sitiia el origen en el microestado de
menor energia. Ahora bien, ;cambiardn en algo las propiedades termodinamicas,
calculadas con las expresiones vistas anteriormente (ecuaciones de la 27 a la 36)? En

principio la descripcion del sistema no deberia de depender de una eleccion arbitraria.
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Veamos qué ocurre al calcular la probabilidad de ocupacion de un microestado j con la

escala de la izquierda (Q’) y luego relacionarla con la de la derecha (Q):

B B B E _(Ej_EO)
e KT e KT e KTghl g K
' = R g P (43)
e “Q

Las probabilidades son las mismas. ;y la entropia, depende del origen de energia?. Si

calculamos S’ utilizando Q’ y usamos la relacion 42 para obtener S:

EO
: & &
S'=kT(a|nQ) skin@=kT| AN TQ ) e q o
N,V
N,V
a!‘EOKT) E
KT ekt _Eo) L kina - (44)
oT T KT
alnQ

=E—°—E—°+kT(a|nQ

) +kInQ=kT( ) +klnQ =S
T N,V T N,V

Logicamente la entropia no depende del cambio de escala de energias ya que tampoco

cambian las probabilidades de ocupacion de los microestados:

(Qué le ocurre a la energia interna? ;Depende del origen de energia?. Si calculamos la
energia interna (U") usando la escala de la izquierda (Q’) podemos relacionarla con la

escala de la derecha (Q) quedando:

E
i a(- %)
! pEs kT
U,=kT2(a|nQ) =kT2(alne Q) _KT? +(a|nQ) _
T ), T, aT T |
=E0+kT2(a|nQ) _E,+U
i

Es decir, al cambiar la escala de energias en E, l0gicamente la energia interna cambia

en esa magnitud. Esto no es un problema ya que nosotros estamos interesados en
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cambios de energia interna, y esos cambios seran los mismos independientemente del

origen de energias seleccionado.

El valor de la energia interna relativa al origen permanece invariante a un cambio de
escala. Si reordenamos el resultado anterior:

U-E,=U-0

Eo es la energia que tendria el sistema en la escala de la izquierda cuando estuviese
siempre en el estado fundamental, es decir, cuando T=0. En la escala de la derecha, la
energia interna a T=0 seria obviamente 0. Por lo tanto podemos decir que el valor de la
energia interna que podemos obtener siempre igual es con respecto al valor a T=0
(U(0)). Sea cual sea el origen que establezcamos (pensemos por ejemplo en energias de
formacion, de disociacion de enlace, ...) el valor de la energia interna a una determinada
temperatura con respecto al que tendria a T=0 lo podemos calcular usando una funcién
de particion con origen en el nivel fundamental (Q). Asi, es mas correcto expresar la

formula 31 como:

oInQ
T v

U-U(0) = sz( (45)

Lo mismo tendremos para cualquier magnitud que dependa de U, por ejemplo las

energias libres y la entalpia:

A -A(0)=-kTInQ (46)
G-G(0) = —kTInQ+kTV(a|nQ) (47)
aV N, T
H—H(0)=kT2(a|nQ) +kTV(a|nQ) (48)
T N,V aV N,T

Como conclusién podemos tomar el origen de energias arbitrariamente ya que ello no
afecta a la descripcion que podamos hacer del sistema y de los procesos que sigue.
Habitualmente, ya que es lo mas practico, tomaremos el microestado mas bajo como

origen de energias.
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Interpretacion de Calor y Trabajo

La termodindmica estadistica nos proporciona las formulas para obtener las funciones
de estado macroscopicas (G, S, H, U) a partir de la funcion de particion canodnica (que
depende de la temperatura y de los niveles energéticos de nuestro sistema). Obviamente
no puede proporcionarnos expresiones andlogas para el calor y el trabajo puesto que
éstos no son funciones de estado. Sin embargo, podemos intentar utilizar la
termodindmica estadistica para entender la diferencia entre ambas formas de
intercambiar la energia. Para ello supongamos un sistema cerrado al que comunicamos
cierta cantidad infinitesimal energia de forma reversible. De acuerdo con la
termodinamica:

dU = dw,,, +5Q (50)

rev
La energia del sistema puede aumentar porque comunicamos calor al sistema o porque

realizamos un trabajo sobre €l.

Si utilizamos la termodinamica estadistica, de acuerdo con la ecuacion (14):

U=Sp,(NV.TE,N.V) (51)
J

por lo que un cambio en la energia (dU) se traduce bien en una variacion de los niveles

energéticos (dE) o en la probabilidad de ocupacion de éstos (dp):

du - ¥ p,dE, + Y Edp, (52)
J J

Los niveles de energia pueden cambiar por un cambio en el volumen que ocupa el
sistema o del numero de particulas que lo forman:

oE, oE,
dE; =|—| dV+|—| dN (53)

oV oN

N \Y

Supongamos que nuestro sistema esta cerrado con paredes rigidas (N, V constantes). En
ese caso el trabajo es nulo y también lo serd dE; por lo que las ecuaciones (50) y (52)

quedan:
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du =38Q

rev

du = E E,dp; N, V constantes
J

Por lo tanto comparando ambas expresiones podemos ver que cuando nuestro sistema
intercambia calor lo que ocurre es que cambian las probabilidades de ocupacion de los

microestados.

8Q,,, = S E dp, (54)
2 J J

Para un proceso donde el trabajo sea no nulo, podremos igualar también los términos

que quedan en las ecuaciones (50) y (52) con lo que:

6Wrev = EpjdEj (55)

J
Es decir, que al realizar trabajo lo que cambia son los niveles energéticos (pensemos en
la particula en una caja cubica de lado a, cuyos niveles de energia dependen de que
h’n? h’n?
8ma® 8mV?'?’

expansionemos o contraigamos el tamaio) E =

Por lo tanto, tal y como resume la siguiente figura podemos intercambiar energia con
nuestro sistema de dos formas: alterando los niveles de energia (realizando trabajo) o
alterando las probabilidades de ocupacion de los mismos (calor). La energia del sistema

aumenta o disminuye por cualquiera de esos dos mecanismos.
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CALOR
Cal
Microestado
o-"Sh%
T/
TRABAJO €
—
Cai

Microestados
U = E D;
'/
E No cambia

Probabilidades y Segundo Principio

Una vez establecida la conexion entre las descripciones microscopicas y macroscopicas
es interesante detenerse a comprobar que ambas conducen a idénticas conclusiones. En
concreto vamos a mostrar en este punto como las probabilidades de ocupacion de los
microestados en el colectivo canonico, deducidas con argumentos muy simples,
cumplen con lo esperado de acuerdo con el segundo principio de la termodindmica.
Segun este principio los sistemas evolucionan provocando un aumento de la entropia
del universo y el equilibrio se alcanza cuando esta entropia alcanza un valor maximo.

En determinadas circunstancias es posible predecir esta evolucion sin necesidad de
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seguir la entropia del universo sino Unicamente propiedades del sistema bajo estudio.
Asi cuando los procesos se producen a presion y temperatura constante los sistemas
evolucionan hasta alcanzar un minimo en la energia libre de Gibbs, mientras que si el
proceso ocurre a volumen y temperatura constante el criterio de equilibrio es el minimo
en la energia libre de Helmholtz del sistema. Asi pues, para que las probabilidades
obtenidas en el colectivo canénico sean compatibles con el segundo principio es
necesario que conduzcan a un minimo de la funcién energia libre de Helmholtz A=U-
TS. De acuerdo con las expresiones vistas para la energia interna y la entropia esta
energia libre puede escribirse en funcion de las probabilidades tal y como aparece en la

siguiente expresion:

A=ijEj+kTijlnpj (A1)

En principio la condicion de minimo podriamos imponerla tomando la derivada de esta

expresion respecto a las probabilidades e igualando a cero:

dA

_—= = O (Az)
dp;

dp,
EEjdpj +kTE [dpj Inp; +pjp—J
] ]

j

Sin embargo esto seria valido inicamente en el caso de que las probabilidades fuesen
independientes unas de otras, lo que no es cierto ya que estan ligadas por la condicion

de normalizacion

Epj =1 (A3)
J

Esta condicion implica que las probabilidades no pueden cambiar independientemente
unas de otras (si unas aumentan otras tendran que disminuir para mantener la condicion

de normalizacién):

> dp; =0 (A4)
J

Asi pues hay que obtener un minimo de la energia libre de Helmholtz pero
condicionado a que las probabilidades estén normalizadas. La forma mas sencilla de

obtener este minimo de la ecuaciéon Al manteniendo la condicion A3 es utilizar la
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técnica de multiplicadores de Lagrange. En este caso la funcién a derivar e igualar a
cero sera la resultante de sumar a Al la condicién impuesta por A3 multiplicada por un

factor a determinar. Asi construimos la siguiente funcion:

EijﬁkTijlnpﬁa[zij] (A5)

donde a es el multiplicador de Lagrange. Derivando AS e igualando a cero:

EEjdpj +kTE|§ipj|npj +dij+aEdpj -0
J ] -

Y [E; +KTinp, +KT +adip, =0 (A6)

]
Para que esta expresion se anule para todo j serd necesario que la expresion entre
corchetes sea nula, con lo que:

E, +kTInp; +kT +a =0 (A7)

y despejando las probabilidades:

Ej KT + o
Inp. =-——-
) KT kT
_kT+OL _5 _5
pJ =e kT e kT = a'e kT (A8)

que es justamente la expresion que habiamos encontrado anteriormente para las
probabilidades. Evidentemente, esta comprobacion del segundo principio puede
utilizarse también como forma alternativa para derivar las probabilidades de ocupacioén
en el colectivo candnico. o’ se puede determinar a partir de la condicion de

normalizacion.

Esta misma argumentacion puede ser utilizada para obtener las probabilidades en otros
colectivos. Asi, en el colectivo microcandnico (equivalente del sistema aislado que no
puede intercambiar masa ni energia con los alrededores) la condicion de equilibrio seria
el maximo en la entropia del sistema (por supuesto respetando la normalizacion de las

probabilidades). Es facil demostrar (y lo dejamos como posible ejercicio) que en este
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caso las probabilidades que conducen a dicha condicién son p;=1/g, donde g son los

microestados accesibles al sistema.
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TEMA 1. Termodinamica Estadistica: Fundamentos y

Sistemas de Particulas Independientes.

Parte II: Sistemas de Particulas Independientes
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6. Funcion de Particion Molecular.
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o o7

5. Funcion de Particion en Sistemas de Particulas no Interactuantes.

La termodinamica estadistica que hemos presentado hasta ahora es aplicable a cualquier
sistema que se encuentre en equilibrio. En este apartado vamos a particularizar las
expresiones anteriores para un sistema concreto: el formado por particulas no

interactuantes.

En un sistema de particulas independientes el hamiltoniano del sistema puede escribirse
como la suma de términos independientes, correspondientes a cada una de las

particulas:

~ ~

H=ln1a+hb+...+ﬁN (56)

(este seria el caso de un gas ideal, donde no existen fuerzas intermoleculares).
Asi pues, para cada una de las particulas podriamos plantear su propia ecuacion de
Schrodinger, encontrando sus estados cudnticos (funciones de onda y valores de la

energia):

hawa,i = 8a,iwa,i (57)
La energia del sistema, cuando éste se encuentra en un determinado microestado k,
vendra dada por la suma de las energias de las particulas:

Ex =€+ +...+ ey

Asi pues, para calcular la funcién de particion del sistema la suma sobre todos los

microestados se puede transformar en una suma sobre los estados de las particulas:

EK (Sav‘+€va+...+Eva)

Q=Ze kT =Ee kT (58)
1.

Si las particulas son distinguibles ademas de no interactuantes el microestado del
sistema queda definido dando el estado de cada una de las particulas que lo forman: la
particula a se encuentra en su estado i, la particula b en el j y asi sucesivamente. En este

caso no existen restricciones acerca de los estados que pueden ocupar las particulas y en
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el sumatorio de la ecuacion (58) tendremos todas las combinaciones posibles entre
estados de las particulas. De esa forma podremos separar la suma en un producto de

términos para cada una de las particulas:

Eai Eb,j ENw

QNV,T)=Ne T ¥e .. Fe T =q,(V,T)ay(V.T)...qu(V.T) (59)

i ] w
Es decir, que la funcidon de particion de un sistema de N particulas distinguibles no
interactuantes se puede escribir como el producto de N términos denominados funcion
de particion de la particula (funcion de particion molecular si las particulas que

consideramos son moléculas)

Vedmoslo para un caso particular: supongamos un sistema formado por dos particulas
diferentes X e Y, la primera de ellas tiene dos posible estados (i=1,2) y la segunda 3
(J=1,2,3). El conjunto de microestados que podemos tener en nuestro sistema aparece

representado en la siguiente figura:

K=1, E,=0 K=2, E,=1 K=3, E,=2
g =2 p3:,Y=2 Y
=0 — QO J-0] & — | ®— —

K=4€E,=2 K=5, E;=3 K=6, E;=4
—®» = —
Sf— —®—
e

Tenemos un total de 6 microestados en nuestro sistema, que surgen de combinar los
estados de las particulas (nimero microestados = niimero estados particula Y x niimero

estados particula X)

E

N
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De acuerdo con la definicion de funcion de particion, podemos calcularla sumando

sobre los microestados:

6. _E _E _E B B Es Ee
Q=2ekT=e"T+e"T+e"T+e"T+e"T+ekT (58)

=1
Ahora bien, para cada microestado la energia se puede calcular como la suma de las

energias de las particulas E = ¢, + ¢, con lo que la funcion de particion queda:

Ex,1 Ey1 Ex,1 £y.2 Ex,1 €y3 £x,2 Ey1 Ex,2 €y2 Ex2 &3

Q=e_kTe_W+e_kTe_F+e_kTe_F+e_kTe_W+e_kTe_F+e_kTe KT _

Ex,1 Ey1 €y 2 €y3 €x,2 Ey1 €y2 €y 3

—e Mle K 4 K 4o K [fe KT |g kT 4o KT g KT |- (59)

B A VAL R S 7 TR
KT kT KT kT kT — kT kKT _—
e " t+e e +e ¥ +e = E e E e T =q,Qq,

En general si las particulas que forman el sistema son iguales (pero distinguibles, por
ejemplo por ocupar posiciones fijas en un cristal) podemos escribir la funcion de

particion del sistema como:

QN,V,T) = [q(v, )]

qv.T)=> e (60)
si las particulas no fuesen todas iguales, sino que hubiera Ng de la especie B, N¢ de la
especie C:
QN,V,T) = gg(V,T)* qo (V,T)™
(V. T)= Y™™ (61)

Qe(V.T) = Te™

Sin embargo, ;qué ocurre cuando las particulas son indistinguibles? En ese caso existen
restricciones sobre los estados cudnticos que pueden ocupar las particulas. Esas
restricciones provienen del principio de exclusion de Pauli. De acuerdo con este
principio:’la funcién de onda de un conjunto de fermiones (particulas con espin

semientero) debe ser antisimétrica respecto al intercambio de dos particulas y la funcion
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de onda de un conjunto de bosones (particulas con espin entero) debe ser simétrica
respecto al intercambio de dos particulas’. Veamos las consecuencias practicas de este
principio. Supongamos dos particulas iguales cuyos posibles estados son ¢; y ¢,. Si
estas particulas son indistinguibles no podemos afirmar que la particula 1 esta en el

estado ¢; y la 2 en el ¢, porque la funcidon de onda resultante no es valida.

III1 = ¢1(1)¢2(2) interanbiot=2 IP1'=¢1(2)(i)2(1)

la funcion resultante de intercambiar las dos particulas no es ni igual a la original

(simétrica) ni igual pero de signo contrario (antisimétrica). Podemos escribir funciones
de onda simétricas y antisimétricas pero perdiendo el concepto de ‘una particula en un

estado’:
W, = ¢,(Nd2(2) + ¢,(2)b, (1) nercambioT=2 W,'=0,(2)0, (1) + ¢, (1), (2) = W,
1}13 = ¢1(1)¢2(2) - ¢1(2)¢2 (1) L ereampo T2 II’3'= ¢1(2)¢2(1) - ¢1(1)¢2(2) = _lp3

La funcién 2 es apropiada para describir bosones (es simétrica respecto al intercambio
de dos particulas) y la funcion 3 es apropiada para describir fermiones (por ejemplo los
electrones, ya que tienen espin=1/2). En ninguno de los dos casos podemos afirmar que
la particula 1 estd en el estado 1 y la 2 en el 2 o al contrario. Las dos particulas se
encuentran en los dos estados.

En el caso de los fermiones el principio de exclusion de Pauli tiene otra consecuencia
adicional: no podemos situar dos fermiones en el mismo estado cuantico, ya que
entonces la funcion de onda se anula. Efectivamente, tomando una funcién antisimétrica
(la adecuada para fermiones) del tipo 3 y haciendo ¢, = ¢;

v = ¢1(1)¢1(2) - ¢1(2)¢1(1) =0

(Cual es la consecuencia practica de este principio a la hora de calcular la funcion de
particion?. Supongamos un sistema formado por dos particulas idénticas con dos
estados cuanticos (de energias €; y €;) que puedan ser discernibles o indiscernibles (y en

este ultimo caso puedan ser bosones o fermiones). Veamos cuantos microestados

podemos obtener para el sistema y cudnto valdria su funcion de particion:
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Distingquibles Indistinguibles
Bosones Fermiones
—O—|—0— —O0— —O0—
—O0—|—0— —O0— —O0—
-O-O— — | OO0
OO—|——- 00—
Microestados 4 3 1

La funcion de particion se obtiene sumando para todos los microestados posibles en

cada caso. Si las particulas son distinguibles:

4 Ej E1+€3 €218 €1+€4 [PRLP) €4 € €4 €
KT KT 2
Qdis=26 KT —g KT 1@ KT 4@ KT 4@ KT =(e kT+ekT)(e kT+ekT]=q
]=

Si las particulas son indistinguibles ahora sumaremos tres términos o un término en vez

., .., . N
de cuatro y la funcién de particion no se puede escribir como q :

_5 €1+, €q+€4 €x+€y
— kT _ kT kT kT 2
Quys = E e =e +e Y te =q
J

E; g1+€y

Qfer=Ee KT =€ “T =q2

J

El problema surge debido a que cuando las particulas son indistinguibles el nimero de
microestados posibles es mucho menor que cuando son distinguibles. Si
intercambiamos dos particulas distinguibles tenemos un microestado diferente pero si
intercambiamos particulas indistinguibles el microestado sigue siendo Unico. Como la
funcién de particion nos da el nimero de microestados accesibles, es de esperar que el
valor de esta funcion de particion sea mucho menor en los sistemas de particulas
indistinguibles que en los de distinguibles. ;Cémo podemos evaluar ahora la funcion de
particion?. Supongamos por un momento que las particulas siempre estuviesen en
estados diferentes (N particulas en N estados diferentes). En ese caso si las particulas

son distinguibles podemos tener N! situaciones (microestados) diferentes permutando
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particulas entre si. Todas esas permutaciones no deberian contarse si las particulas
fuesen indistinguibles. Supongamos que tenemos 3 particulas en tres estados diferentes,

el nimero de microestados dependera de si son distinguibles o no:

Distinquibles Bosones Fermiones

o> & © O @ O
& © 0O @ O @
-0 0 @& @& @

| N!='3!=6' miclroestladoé

1444
1444

Si so6lo tuviésemos situaciones de este tipo, entonces la funcién de particion de un
sistema de particulas indistinguibles podria calcularse como:
Vv, T
NI
El problema surge con aquellos microestados en que dos o mas particulas estan en el

mismo estado:

Distinquibles Bosones Fermiones
: : : : :

@ 0O -e— ®

020 e _
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(Cuadl es el error que introducimos al ignorar este tipo de situaciones?. Si el nimero de
estados accesibles (Nyc) a las particulas es mucho més grande que el numero de estas la
probabilidad de que se den situaciones con dos o mas particulas en un mismo estado
sera muy pequefla, y el error cometido al calcular la funcion de particion en sistemas de
particulas indistinguibles e independientes de acuerdo con la ecuacion (62) sera
despreciable. En general el movimiento de traslacion proporciona un niimero enorme de
estados accesibles incluso a muy bajas temperaturas (la separacion entre estados de
traslacion para cajas de tamafio macroscopico es tan pequefia que resulta imposible la
deteccion de las transiciones entre ellos, formando practicamente un continuo

energético). Por lo tanto, para particulas indistinguibles:

Q(N,V,T) = w si Nace >> N| (63)

la desigualdad N, >> N se cumple excepto en situaciones de i) temperaturas
extremadamente bajas; ii) densidades de particulas muy altas; iii) particulas de masa
muy pequeiia. Cuando la desigualdad es valida se dice que las particulas obedecen la
estadistica de Maxwell-Boltzmann. En caso contrario se han de usar estadisticas
especiales: de Fermi-Dirac para los fermiones y de Bose-Einstein para los bosones.
Como ejemplos de sistemas donde no podemos utilizar la relacion (63) podemos citar el
gas de electrones (masa muy pequena), el helio liquido (temperatura baja), estrellas de
neutrones (densidades muy altas). Una discusion mas detallada sobre el cumplimiento
de la desigualdad N,..>> N se puede encontrar en el libro ‘Physical Chemistry’ de
McQuarrie & Simon (p 710 y ss.)

Finalmente, podemos generalizar la expresion (63) para una mezcla de Ny particulas de
clase B indistinguibles e independientes con N¢ particulas de clase C indistinguibles e
independientes. Debemos tener en cuenta que podemos distinguir las particulas de tipo
B de las de tipo C, pero hemos de descontar las permutaciones de particulas de clase B

entre si y las de clase C entre si:
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V,T)|® V,T)[®

Q(N’V,T) - [qB( ’ )T [qC( ’ )T (64)
Ng! Nc!

Podemos extraer mas informacion de la funcion de particion de la particula haciendo un

paralelismo con la funcion de particion del sistema. Efectivamente, habiamos visto que

la probabilidad de que el sistema se encuentre en un determinado microestado viene

dada por:
-BE;
e
= 65
) Q(N,V,T) (63)

De igual forma podemos calcular la probabilidad de que una molécula se encuentre en
un determinado estado molecular w. Esta probabilidad serd igual a la fraccion de

moléculas que en promedio se encuentran en ese estado molecular w:

<N, > e
Pw = = (66)
N q(V,T)

siendo N el numero total de moléculas y <Ny> el nimero medio de moléculas en el
estado molecular w. La relacion entre el nimero medio de moléculas que se encuentran

en dos estados moleculares cualesquiera es una extension de la ley de distribucion de

Bolztmann:
_ﬁew
<N, >=N © e Ae
Q(V,T) < NW > _ e _ e—ﬁ (67)
—Bey N —Pey
<N, >=N © N> ©
q(V,T)

Si estamos interesados en la probabilidad de ocupacion de un nivel molecular, lo que
tenemos que hacer es sumar las poblaciones de todos los estados que pertenezcan a ese

nivel

(@)

o
<
=
X
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<Nb>_<NV >+<NW >+<NX >
N N N N
< Nb > e_ﬁgv e_ﬁsw e_ﬁsx

= + + (68)
N q(V,T) q(V,T) q(V,T)
<N, > g™
N  qV,T)

De igual forma que para la funcion de particion candnica, la funcion de particion

molecular puede expresarse como suma sobre los estados o sobre los niveles

moleculares:
estados niveles
av.T)= Y e = Fge™ (69)

] I
6. Funcion de Particion Molecular

Supongamos que tenemos una muestra de N moléculas de un gas ideal puro. Tenemos
entonces un sistema de particulas (moléculas) no interactuantes (es un gas ideal) e
indistinguibles (son iguales y pueden intercambiar posiciones). De acuerdo con lo que
acabamos de ver la funcién de particion se obtendra como:

QNV.T) - [q(vN!T)T

donde q(V,T) es la funcion de particion molecular y se calcula sumando sobre todos los

estados moleculares posibles:

oV.T)- Y e

En el caso de moléculas, en general la energia se puede escribir en buena aproximacion
como la suma de sus diferentes componentes: traslacional, rotacional, vibracional y
electronica (también la nuclear, pero los quimicos trabajamos en procesos en los que los
nucleos se mantienen por lo que habitualmente no hace falta considerar sus niveles de

energia)
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€] = €yass T Erort T Eyipy € (70)

rot,t vib,v ele,u
donde s, t, v, u indican los estados traslacional, rotacional, vibracional y electronico de
la molécula. Asi, el estado molecular j queda definido por el conjunto de niimeros
cuanticos s, t, v, u. La suma extendida a todos los microestados implica sumar para
todas las combinaciones posibles de los niumeros cudnticos trasnacional, rotacional,

vibracional y electronico.

q(V’T) - E e_ﬁ‘sj = 2 e_ﬁ(etras,s"'srot,t"'gvib,v+Sele,u) = E 2 E E e_ﬁstras,s e_ﬁgro!,tje_ﬁgvib,ve_ﬁsele,uj
] s,tv,u S vV ou

(71)
Los estados traslacionales, rotacionales, vibracionales y electronicos son, en principio,
independientes, lo que implica que no existe ninguna restriccion entre ellos. O lo que es
lo mismo, en el sumatorio que aparece en (71) estaran presentes todas las
combinaciones posibles de nimeros cuanticos, lo que implica que podremos separarlo

en factores:

q(V,T)= Y e 2 ety ey e = Qg (V. TN (T)ip (TNt (T)

(72)
Este resultado es general, cuando la energia se puede escribir como suma de diferentes
contribuciones (ecuacion 70) la funcion de particion se puede escribir como el producto
de distintos factores (ecuacion 72) correspondiendo cada uno a las distintas
contribuciones. Por supuesto, para ello es necesario que no existan restricciones entre
los estados que se pueden ocupar. Otro hecho a resaltar es que de las diferentes
contribuciones a la funcién de particion molecular, solo la traslacional depende del
volumen, mientras que todas dependen de la temperatura. El motivo es que so6lo los
niveles de energia traslacionales son funcion de las dimensiones del recipiente. Ni en el

rotor rigido, ni en el oscilador armonico aparecen estas dimensiones.
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Para ser capaces de calcular las propiedades termodindmicas de un gas ideal
necesitamos la funcidon de particion del sistema. Esta se puede escribir a partir de la
funcién de particion molecular y ésta a su vez como producto de las contribuciones
traslacional, rotacional, vibracional y electronica. Para poder pasar a la obtencion de las
propiedades termodinamicas necesitamos calcular cada una de estas funciones de

particion.

Calculo de la funcion de particion traslacional

El célculo de la funcion de particion traslacional requiere de la evaluacion del sumatorio
sobre los estados traslacionales. Para una particula encerrada en un paralepipedo de
dimensiones a, b, y ¢ en los ejes x, y, z respectivamente la energia viene expresada en

funcidn de tres numeros cuanticos:

2 2 2 2 2.2 2.2 2.2
h* (nZ ny, n2) h®n2 h°ny h°n?

€iras = 8m az b + 02 = 8ma2 + 8mb2 + 8m02 = 8tras,x + 8'[ras,y +8tras,z

(73)

donde ny, ny, y n, toman valores enteros positivos desde 1 hasta infinito. Asi pues el
calculo de la funcion de particion traslacional sera:

o oo o] fo o]
E e_ﬁ(gtras,x+8tras,y+£tras,z ) = E E E e'ﬁstras,x e_BEtras,y e'ﬁstras,z —

1n,=1 n,=1n,=1n,=1

© ™
=1z x =y =1tz

A (VT) = T = 3

ne=1n,

Oo —[Sg ras,x S _I?"€ ras, S —[3‘6 ras,z
= Yelim Yot Yeler —q,q,0,

n,=1 ny=1 n,=1
(74)
Es decir, al ser la energia de traslacion suma de las energias debidas a las componentes
X, y, z del movimiento, la funcion de particion se puede expresar como producto de las
tres funciones de particion. Evaluaremos unicamente una de ellas (qx) ya que todas se
calculan de forma idéntica. Lo primero que vamos a hacer es tomar como origen de

energias es estado traslacional mas bajo:

n=3 | ——— &=(32?) h2/8maz\
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Utilizando la escala de energias de la derecha, la energia de los estados traslacionales

asociados al movimiento a lo largo del eje x se expresa como:

h? 2
€ =——-+n; -1 75
tras,x 8ma2 ( X ) ( )
con lo que la funcion de particion queda:

= M f2y)
2, X
q — e 8ma“kT (76)
El término h?/8ma’k es una constante que depende de la masa de la molécula
considerada y las dimensiones del recipiente. Esta constante tiene unidades de

temperatura y se suele denominar temperatura caracteristica traslacional: Ogsx,

quedando la funcion de particion:
0 _etras,x (12 _1)
g = ye T
n, =1

Esta temperatura caracteristica nos da una estimacion de a qué valor de la temperatura

(77)

empiezan a ocuparse estados traslacionales distintos del fundamental. Efectivamente, de

acuerdo con la ecuacion 77 la funcién de particion es:

1 _etr:ars,x (22 _1) _etr-z;-s,x (32_1)
q, =1+e e

+...

A T=0, la funcidon de particion vale g,=1 (s6lo estd accesible para las moléculas el
estado fundamental) y si T=c0o—q,=00 (estan accesibles todos los estados traslacionales,
que son infinitos). Cuando T=04,s x entonces

qx=1+0.0498+0.00034+ ...~ 1.0501

Es decir, empiezan a ser accesibles estados por encima del fundamental y la funcion de
particion empieza a diferir de la unidad. La pregunta es ;cudnto vale habitualmente esta
temperatura caracteristica?. Depende de la molécula y de las dimensiones del recipiente,
pero si estamos trabajando con recipientes macroscopicos toma un valor muy pequefio.

Asi, para el hidrégeno (m=1 uma) en una caja con a=1 cm, la temperatura caracteristica

_14 . . . .
es de ~10" " Kelvin, lo que quiere decir que incluso a temperaturas muy cercanas al cero
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absoluto tendremos un gran numero de estados traslacionales accesibles. Esta
caracteristica resulta fundamental para poder estimar la funcidon de particion traslacional
sin necesidad de tener que sumar un nimero enorme de términos en el sumatorio.

Efectivamente, de acuerdo con la expresion 77 podemos escribir:

00 _etras,x (]2 _1) etras.x 00 _etras.x (]2 )
X X
e T

qg=ye T =eT ¥

n,=1 n, =1

(78)

Ahora bien, por lo que acabamos de decir, excepto en las cercanias del cero absoluto
Otrasx << T, 0 lo que es lo mismo Oy,x/T << 1. Esto nos permite realizar dos
simplificaciones en la expresion anterior. La primera implica al término que hay fuera
del sumatorio, si Oyasx/T << 1, entonces:

6 tras,x

e T =1

IR

o _etras‘x (12 )
quedando la funcion de particion como q, = E e T

n, =1

(79)

La segunda es considerar que en el sumatorio vamos a realizar la suma de muchos

.. . .. N x? .
términos cada uno muy parecido al siguiente ya quee =1—X+?+.... Asi por

ejemplo los dos primeros términos del sumatorio serian:

Otrans,x 12
e_ T - ~ 1 _ 6trans,x 12 z1
t
. ya que ——>* << 1
- tra-FSYX 2 e‘(ransx 2 T
e = 1 - Tz i 1

Este hecho nos permite transformar el sumatorio de la ecuacion (79) en una integral.
Ademéds, puesto que sumamos muchos términos podemos afadir uno mas sin efectuar

un error muy grande, por lo que la integral se puede extender desde 0 hasta oo:

S we—e‘f:*(ns)g}e
0

_etras,x (]5 )
gy = Ye = T dn,
Los detalles matematicos que permiten la transformacion del sumatorio en una integral

(80)

n,=1 n,=0
se pueden encontrar en el libro ‘Fisicoquimica’ de I. N. Levine (pp. 857 y 858 de la
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cuarta ediciéon). Desde un punto de vista fisico, podemos interpretar este cambio
teniendo en cuenta que a las temperaturas habituales de trabajo el numero de estados
traslacionales accesibles es tan alto que practicamente tenemos un continuo de energia,
y asi la suma sobre ellos puede transformarse en una integral. Dicho de otra forma
pasamos de estados cunatizados a continuos de energia, de la mecanica cuéntica al

tratamiento clasico. La resolucion de esta integral es facil con la ayuda de tablas:

o0 etrasx@) 31;1/2 J_[1/2 2mkT 1/2
172 =( ) (81)

{ ) etrasx " ) h2 h2
2 _ Uas.x
T 8ma’kT

De igual forma se calcularian las funciones de particion qy y q, por lo que la funcion de

particion traslacional total quedaria:

27nmkT \ "2

qy:( h? ) b (82)
27nmkT\"?

z—( = ) (83)

(84)

3/2 3/2
23’|:ka) abe < (2nka) Vv

qtras(V,T) = qquqz = ( hz h2

siendo V el volumen (V=abc). Esta expresion de la funcion de particion traslacional es
valida para cualquier molécula siempre que estemos a una temperatura muy por encima
de la temperatura caracteristica traslacional. Esta condicion se cumple ya desde

temperaturas extraordinariamente bajas (siempre que T >> Oyys).

Como ejemplo, si tomamos la molécula *°Cl, (m=71 uma) a 300 K y un volumen de 1
L, la funcion de particion traslacional nos da 5.71 10%, lo que nos da una idea del gran
nimero de estados traslacionales accesibles en condiciones normales de trabajo,
permitiendo que se cumpla la condicién de que el nimero de estados accesibles sea

mucho mayor que el de moléculas.
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Funcion de particion rotacional

Para calcular la funcion de particion rotacional tenemos que realizar el sumatorio sobre

todos los estados rotacionales:

_Erott

qrot(T) = 26 “T (85)

La expresion que nos da la energia rotacional depende del tipo de molécula que estemos
considerando. Empezaremos por la mas sencilla, la molécula diatomica, que presenta

rotacion alrededor de dos ejes, s@o los momento de inercia iguales.

Q,

Asumiendo que se trata de un rotor rigido, el estado cuéntico rotacional de una molécula
diatomica estd definido por los numeros J(0, 1, 2, 3...) y M; (0, =1, £2, ..., £J). La
energia es funcion unicamente del namero cudntico J por lo que cada nivel estd 2J+1
veces degenerado (los diferentes valores de M; definen estados distintos pero con la
misma energia):

e, =hBJ(J+1) (86)
La escala de energias, tal y como aparece representada, tiene como cero el valor del

nivel fundamental:

€

=0 M;=-2 M=-1 M;=0 M,=+1 M =+2 =6hB
M=-1M=0 M=+1

J=1 L Y e=2nB

J=0 M,=0 e=0

Quimica Fisica Avanzada. Cuarto curso
Departamento de Quimica Fisica
Curso 2009-2010

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare



51

B es la constante rotacional:

_ h
8l

. . -1 , , oL, .
I es el momento de inercia y B se expresa en s~ . Asi pues, para una molécula diatomica,

(87)

la funcidn de particion rotacional, de acuerdo con la ecuacion 85, se calculard como:

kTJ(
Ut (T 25 e
n;

donde se ha definido la temperatura caracteristica rotacional 6, =hB/k =h?/8x?kI.

hB

2(2J+1)e kT

Yot (41

2(2J +1e T (88)

+1

—J(J+1)

Esta constante (propia de cada molécula, pues depende de B, es decir del momento de
inercia) nos da una idea de la temperatura necesaria para que se pueblen estados
rotacionales distintos del fundamental. Si 6, << T, entonces nos ocurre lo mismo que
en el calculo de la funcion de particion traslacional. La separacion entre estados es muy
pequefia comparada con kT, tendremos muchos estados accesibles y el sumatorio se
podré sustituir por una integral. En la siguiente tabla tenemos la temperatura

caracteristica rotacional para algunas moléculas diatomicas:

Moléculas H, H*Cl N, >Cl, I,

B:ot (K) 85.35 15.02 2.862 0.350 0.054

Evidentemente cuanto mayor es el momento de inercia, menor es la constante rotacional
y menor la temperatura caracteristica. Podemos observar que a temperatura ambiente
para la mayor parte de moléculas T >> 6, por lo que podremos calcular la funcién de
particiéon asumiendo un continuo de energia rotacional (ignorando la cuantizacion). Sin

embargo, esta aproximacion no serd valida a temperaturas bajas.

Ot ygany Yot y(g41) T kT
2J+1e T ~[(2d+1e T dJ=—=— 89
qrot 2( ) { b emt hB ( )

(la integral se resuelve de forma inmediata haciendo el cambio de variable x=J(J+1)).
Esta expresion nos da la funcioén de particion rotacional para moléculas diatomicas, sin

embargo no es valida para aquellas moléculas diatémicas que tienen los dos atomos
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iguales (moléculas diatdbmicas homonuclerares), sino Unicamente para las
heteronucleares. El problema que surge en las diatémicas homonucleares es que los dos
nucleos son indistinguibles por rotacion con lo que tenemos que tener en cuenta que no
podemos contar todos los posibles estados rotacionales. Desde un punto de vista clasico
diriamos que el estado que se obtiene al girar 180 grados alrededor de un eje de simetria

es idéntico al de partida por lo que s6lo podemos contar la mitad de estados:

Heteronuclear ‘—O O—‘ Dos posiciones distinguibles.
Homonuclear H H Dos posiciones indistinguibles.

Asi pues, para una molécula diatdbmica homonuclear como el hidrogeno la funcién de
particion rotacional seria la mitad de lo que acabamos de calcular:

_ kT
"~ 2hB

Desde un punto de vista cudntico el problema tiene que ver con el principio de Pauli. La

C]rot,H2 (T) (90)

funcién de onda tiene que ser antisimétrica respecto al intercambio de las coordenadas
de los nucleos si éstos son fermiones (tienen espin semientero) y simétrica sin son
bosones (si los nucleos tienen espin entero). La funcién de onda total de la molécula se
puede escribir como el producto de varios factores (espin nuclear, traslacion, rotacion,

vibracion y electronica): ¥ =Y P oW oW i Wee - D€ todos estos factores solo el de

espin nuclear y el de rotacion implican un intercambio en la posicion de los nucleos.
Analicemos la funcién de onda de espin nuclear para un caso concreto, el hidrégeno
molecular. Los nucleos de hidrégeno tienen espin 'z por lo que en principio son posibles
dos orientaciones +1/2(a) y -1/2(p) tendremos dos tipos de hidrégenos molecular el
para-hidrogeno y el orto-hidrégeno, segun los espines de los dos nucleos estén paralelos

o antiparalelos.
Para-hidrogeno H

Orto-hidrogeno
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La funcién de espin nuclear valida para el para-hidrogeno (con espin total nulo) es
antisimétrica (el espin del nucleo 1 en ay el del 2 en o viceversa: a(1)B(2)-a(2)p(1)).
En el orto-hidrogeno el espin total es 1 y tenemos tres posibles funciones de onda de
espin nuclear correspondientes a las tres posibles orientaciones del espin +1, 0, -1. Estas
funciones son simétricas y corresponden a los dos ntcleos en a (a(1)a(2)), los dos en 3
(B(1)B(2)) o la combinacion simétrica de uno en o y otro en f (ou(1)B(2)+au(2)p(1)).
Como la funciéon de onda total debe ser siempre antisimétrica (los nucleos de
hidrégenos son fermiones) esto obliga a que la funcidon de rotacion del para-hidrogeno
sea simétrica y la funcion rotacional del orto-hidrogeno sea antisimétrica. Dicho de otro
modo para el orto-hidrogeno sélo son posibles los valores de J impares y para el para-

hidrégenos solo son posibles los J pares.

‘I“total w spin-nuclear 1Protacic’m
Para-H» Antisimétrica Antisimétrica Simétrica
(J par)
Orto-H, Antisimétrica Simétrica Antisimétrica
(J impar)

Asi pues al calcular sus funciones de particion cuando sumamos sobre los niveles
rotacionales, en el caso del para-hidrégenos s6lo podremos sumar los de J par, mientras
que en el caso del orto-hidrogeno solo los de J impar. Esto equivale a dividir por dos el

resultado de la integral:

1ot . 00 _h .
Q= e o zlf(2J+1)e Ty KT
3-074, . 24 2hB

Brot " o _% .
Aot = Z(2J S 1f(ZJ e T gy LUS
J=0f7s,.. 24 2hB

El hidrégeno natural es una mezcla de ambas formas por lo que su funcion de particion
es la media ponderada de ambos valores. Como son iguales, la funcion de particion del

hidrégeno seria:

Quimica Fisica Avanzada. Cuarto curso
Departamento de Quimica Fisica
Curso 2009-2010

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare



54

ot (T) = KT que es la misma formula que habiamos visto en (90)

2hB
De una forma general podemos decir que la funcidon de particion rotacional de una
molécula diatomica es:

T _ kT
o0 chB

qrot(T) =

oD

rot

donde o es el niimero de simetria y vale 1 para moléculas heteronucleares y 2 para
homonucleares. La siguiente tabla muestra el valor de la funcion de particion rotacional

para algunas moléculas diatomicas:

H, | H»Cl | N, 0, | »ClL | Na, I,

®, /K | 8535 | 1502 | 2.862 | 2.069 | 035 |0.2220 | 0.05369
q.,300K) | 176 | 200 | 52 72 | 429 | 676 | 2794
q.(1000K) | 586 | 666 | 175 | 242 | 1429 | 2252 | 9313

Como puede verse a las temperaturas habituales de trabajo, excepto para el H, la
aproximacion de alta temperatura parece funcionar ya que existe un nimero alto de
estados rotacionales accesibles.

Para las moléculas poliatomicas, si son lineales es valida la ecuacion 91, ya que al igual
que las diatomicas tienen dos momentos de inercia idénticos. Para las moléculas
poliatomicas no lineales, la funcion de particidon rotacional en el limite de temperatura

alta (T >> 0,4) es:

\/E T3/2
(M) = ——— 92
q t( ) o m ( )

donde 0, 0, y 6. son las temperaturas caracteristicas correspondientes a las rotaciones

alrededor de los tres ejes principales de inercia (a, b, ¢). A cada eje de inercia le
corresponde un momento de inercia (que son iguales en las moléculas trompo-

simétricas):
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h2
0, =—— (93)
8mKl,
El nimero de simetria para moléculas poliatdbmicas se obtiene como el numero de
configuraciones indistinguibles obtenidas por rotacion de la molécula. Asi 0=2 para el
agua y 0=3 para la molécula de amoniaco:

N SN

H; HO
0=2 o=3

/N\\H1

Ho Ha

/N\\Hz

Hg H,

Para moléculas més complicadas este nimero de simetria puede obtenerse de forma mas
sistemdtica contando el nimero de elementos en el subgrupo rotacional de simetria. El
subgrupo esta formado por la operacion identidad y los giros alrededor de los ejes de
simetria. Hay que tener en cuenta que por cada eje C, podemos hacer (n-1) giros
distintos. Por ejemplos, alrededor de un eje ternario podemos hacer un giro de 120 y de
240 grados. El giro de 360 grados equivale a la operacion identidad. Asi para la

molécula de CHy4 que tiene 4 ejes C; y 3 ejes C, el numero de elementos en el subgrupo

rotacional es: Identidad = 1
4 ejes C; x 2 operaciones = 8
3 ejes C; x 1 operacion = 3
El nimero de simetria es por tanto 12. Molécula.  Grupo puntual.
’ T
Algunos otros ejemplos aparecen en la tabla H,O CyqE.C, |0, ’Uv} 0=2
contigua. NH, C,, , 3Ov} o3

Funcidn de particion vibracional CH, T,E.8C;.3C, .60, ’6S4} 0=12

Para el célculo de la funcién de particion vibracional comenzaremos también por la

molécula mas simple, la diatdbmica. Dentro de la aproximacion del oscilador armoénico,
se obtienen una serie de estados vibracionales caracterizados por un numero cuantico v

(0,1, 2, ..., ©) cuya energia es:

g, =(V+ %)hve (94)
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donde v, es la frecuencia de vibracion fundamental del oscilador arménico (en s™). Esta
escala de energias no tiene como origen el estado fundamental (para v=0, la energia es
1/2hv,, conocida como energia de punto cero), asi que antes de sustituir esta expresion

para el calculo de la funcidn de particion haremos un cambio de escala:

v=2 [T el Te
V=1 -&=(3/2)hv, v £,=(5/2)hv ~(1/2)hv_=2hv,
V=0 o2y, vt T &= (3R2)hv-(112)hv =hv,
V=0 £,=(1/2)hv-(1/2)hv =0

Expresandose la energia en la nueva escala como &,=vhv.. Asi pues la funcién de
particion vibracional de la molécula diatdmica usando el modelo de oscilador armoénico
sera:

0 _VhVe o0 —v Ovip

qvib(T)=;e < =;e ! (95)

. . o hv .
donde hemos introducido la temperatura caracteristica vibracional 0, = Teque tiene

un significado equivalente al de las temperaturas caracteristicas de traslacion y rotacion.
La pregunta ahora es si podemos sustituir el sumatorio por una integral como hicimos
en el caso de la traslacion y la rotacion. La siguiente tabla da algunos valores de la

temperatura caracteristica vibracional para moléculas diatomicas:

Molécula Hz HCI N2 Clz Iz

Buib(K) 5990 4151 3352 798 307

Es decir, que a temperatura ambiente no se cumple la condicioén de que T >> 0y, por lo
que no podemos asumir que existen muchos estados vibracionales accesibles para poder
suponer que tenemos un continuo de energias. Por lo tanto, para calcular la funcion de

particion vibracional tenemos que realizar el sumatorio:
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o B 49vib 2 8vib _30b

qvib(T)=2e T =1+e T +e T +e T +..

Afortunadamente lo que tenemos en la expresion anterior es la suma de una progresion

geométrica cuya razon (exp(-6yin/T)) es menor que la unidad. La suma de n términos de
. o . 2

una progresion geométrica de razén r (a + ar + ar” + ...) puede obtenerse como:

_a(1-r")
1-r

S

Si sumamos n=c términos, sabiendo que r<I entonces:

lims = im20-") _a(l-0) _ a
n—e o on—e oy 1-r 1-r

Por lo tanto, aplicando esta formula la funcién de particion vibracional queda:

0.
o e 1
qvib (T) = 2 e T o= = _hVe (96)

1-e T 1-e K

Para la mayoria de moléculas la funcién de particion vibracional toma un valor cercano
a la unidad (para el Cl, a 298 K es 1.07) lo que podemos interpretar como que
practicamente solo esta accesible el estado vibracional fundamental (por eso los
espectros vibracionales se interpretan partiendo de la base de que la mayor parte de
moléculas se encuentran en v=0 y desde ese estado se excitan).

Esta expresion (96) de la funcion de particion vibracional es valida mientras sea
aplicable la aproximacion del oscilador armoénico. A altas temperaturas se poblaran los
niveles vibracionales mas altos que son en los que se ponen mas de manifiesto los
efectos de anarmonicidad. Tal y como se representa en la siguiente figura la curva
parabdlica que da los niveles energéticos de un oscilador armonico se ajusta bien a la
curva real de energia de la molécula (en rojo) cerca del fondo del pozo. A medida que
ascendemos en energia la curva se desvia de la forma parabodlica reflejando la
disociacion de la molécula. Entonces los niveles vibracionales dejan de estar

equiespaciados para ir juntdndose, llegdndose a un continuo cuando el enlace se rompe

Energia
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Ademas debemos de tener en cuenta que hemos realizado la suma sobre infinitos
estados vibracionales, mientras que en realidad solo existe un numero finito de estados
vibracionales antes de alcanzarse la disociacion. Por lo tanto, la expresion obtenida sera
serd tanto mas correcta cuanto menor sea la temperatura (al contrario que nos ocurria en

la traslacién y la rotacion).

En una molécula poliatomica existen mas de una vibracion. En concreto si la molécula
contiene N atomos tenemos en principio 3N grados de libertad (las 3 traslaciones de
cada uno de los atomos). Al tratar la molécula como un conjunto esos 3N grados de
libertad se describen como 3 traslaciones, 3 rotaciones (2 si la molécula es lineal) y el
resto son los modos de vibracion de la molécula: 3N-6 (no lineal) 6 3N-5 (lineal). En
primera aproximacion podemos tratar estas vibraciones como independientes (modos
normales de vibracion) cada una de ellas descrita como una vibracidén armonica. Si son
independientes, entonces la energia total de vibracion se obtiene como suma de las
energias correspondientes a cada una de las vibraciones y la funcion de particion
vibracional total sera el producto de los términos de cada una de las vibraciones. Asi

para una molécula poliatomica no lineal (con 3N-6 vibraciones):

3N-6 3N-6 1 3N-6 1

Qb (T) = Ayip 1Auin2 - - Aviban-6 = ];[qvib,i = HW = Dj 97)

T 1-e K 1-e T

Funcion de particion electronica

Para los niveles de energia electronicos no disponemos de una expresion analitica
general que dé sus respectivas energias, asi que el calculo de la funcién de particion
requiere sumar cada uno de los términos que contribuyan de forma significativa. Asi,
tomando como origen de energia el nivel electrénico fundamental, la funcion de

particion electronica seria:
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niveles _Eelet _Belet

qele (T) = Egele,se_ﬁsaas = gele,O + gele,1e KT + gele,ze “T +... (98)

donde g es la degeneracion del nivel electronico s. Para la mayor parte de casos la

energia de los estados electronicos excitados es mucho mayor que kT por lo que

8ele,s

kT

podemos despreciar todos los términos del tipo e quedando la funcion de particion

igual a la degeneracion del nivel electronico fundamental:

qele = gele,O (99)

Para obtener la degeneracion del nivel electronico fundamental debemos diferenciar
entre el caso de &tomos y moléculas:

- En los 4tomos, en ausencia de campos magnéticos la degeneracion viene dada
por las posibles orientaciones del momento angular electronico total (combinacion del

orbital y de espin), que viene dado por el nimero cuantico J:
J=L+8 J=[L+8]|...L-S

Asi, la degeneracion es gg.=2J+1 (los posibles valores de My).

Sin embargo, en atomos es habitual encontrarse con estados electronicos excitados de
baja energia, por lo que habria que utilizar la expresion (98) para el célculo de la
funcion de particion electronica. Por ejemplo, el &tomo de oxigeno tiene tres términos

de baja energia:

Py £,=0.03 ev, g,=1
*P, £,=0.02 ev, g,=3
P, €,=0, go=5

Para calcular su funcién de particién electronica hemos de tener en cuenta estos tres

niveles de baja energia. Asi a T=298 K
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Qele= S +1.377+0.311 = 6.688

- En el caso de moléculas la degeneracion viene dada por la posible orientacion
del espin electronico total o multiplicidad (2S+1). Como la mayor parte de moléculas
tienen todos los electrones apareados en el estado fundamental el espin total es nulo y
Zele,0=1.

Por supuesto existen excepciones. Un caso interesante es la molécula de NO. Esta
molécula tiene un electron desapareado, por lo que S=1/2 y la degeneracion del nivel
fundamental es geo=2. Pero, ademas, en esta molécula existe un nivel electronico
excitado de baja energia, separado del primero por 121 cm™. La existencia de estado
nivel electronico excitado se debe a que el electron desapareado se encuentra en un
orbital de tipo m, con lo que tiene momento angular orbital. Este momento angular
puede acoplarse con el de espin de dos formas: en paralelo o antiparalelo a lo largo del
eje molecular, dando lugar a dos niveles que se diferencian en poca energia (el

acoplamiento entre momentos angulares es débil):

L L
o e
s s

121.1 cm- = 2.406 1021 J

L

L
%O *—o
S

La funcioén de particion electronica en este caso sera:

£ 1742

qele (T) = gele,o + gele,1e_ﬁ =2+ 2e_ T
Si T—0 qee=2 (s6lo esta accesible el nivel fundamental, es decir 2 estados)
Si T—=o =4 (estdn accesibles todos los estados, en este caso los 4 que hemos

considerado)
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Si T=298K qe=3.1 (a temperatura ambiente los estados excitados estdn accesibles de

una forma significativa).

Funcion de particion nuclear

Si es necesario considerar la funcion de particion nuclear, debemos considerar los
estados nucleares y su separacion energética. Normalmente esta separacion es mucho
mayor que kT por lo que la funcidon de particion puede tomarse igual a la degeneracion

del nivel nuclear fundamental:

Qnuc = nuco

La degeneracion viene dada por las posibles orientaciones del espin nuclear (I) y por lo
tanto serd 2I+1 para cada uno de los nucleos existentes. Asi para un atomo la funcién de
particion nuclear serd q,,. =(21+1) y para una molécula con N atomos

N

Qnue = D(ZIi +1)

7. Propiedades Termodinamicas del Gas Ideal.

Conocida ya la funcion de particion molecular, conocemos la funciéon de particion
canodnica de un gas ideal y por tanto podemos calcular sus propiedades termodindmicas.
Supongamos que tenemos N moléculas de un gas ideal puro. Las propiedades
termodinamicas dependen de la funcion de particion canodnica, la cual se puede escribir
en este caso a partir de la funcion de particion molecular:

Q(N,V,T)=w (100)

y la funcidon de particion molecular sera:
q(V’ T) = qtras (V1 T)qrot (T)qvib (T)qele (T) (101)

A partir de las expresiones conocidas vamos a obtener diferentes propiedades
termodindmicas. Si no indicamos lo contrario supondremos que nuestras moléculas son

diatdmicas y que no existen estados electronicos de baja energia.
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Presion
Tal y como habiamos visto la expresion se obtiene a partir de la derivada de InQ

respecto del volumen:

alnQ
av N,T

P- kT( (102)

Sustituyendo la expresion (100) en (102) y teniendo en cuenta que derivamos a N

constante podemos obtener:

N

on alng" aInN! oNIn
P - k1| —N =kT(—q) —kT( ) =kT(—q) _0-
oV N N o Vo o)
N, T
_Nkr(2Ing
av N, T

El subindice N constante lo podemos omitir pues q es solo funcién de V y T, no de N.
Si ahora sustituimos la expresion (101) y tenemos en cuenta que sélo la funcion de

particion traslacional depende del volumen, nos quedara:

P = NkT( 6 Inq) = NkT( a lnqtras(V’T)qrot(T)qvib (T)qe|e (T)) _

oV
N B,

+0+0+0 = NKT[ N9 (V. T)
N

= NkT(
Y

- NkT( a Inqtras(V’T))
oV

alnqtras(V’T)) +NkT(a|nq—ele(T)) =

T T

T

(104)
Si sustituimos ahora la expresion que hemos encontrado para la funciéon de particion

traslacional (84):

3/2
2N (zn:;kT) v (23‘5ka)3/2
2
P = NKT _NkTL R _ NKT (105)
Y 2nmkT "2 %
S
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Esta expresion (PV=NKkT) es la que cabia esperar para un gas ideal. Fij¢émonos que en la
presion solo contribuye el movimiento de traslacion, resultado logico ya que el origen
fisico son las colisiones de las moléculas con las paredes. Segundo, comparando con la
expresion ya conocida (PV=nRT, siendo n el nimero de moles), tenemos una forma de
calcular la constante de Boltzmann:

Nk =nR=Kk = i, donde Ny es el nimero de Avogadro.
A

Energia Interna

Habiamos encontrado para la energia interna la expresion:

alnQ
T v

U—U(0)=kT2( (106)

sustituyendo la expresion (100) y operando como antes (derivamos respecto a T

manteniendo N y V constante):

N

alnq—

N
U-U0)=kT2| — N | _jeq2(2NaT)  _ nyerz(9Ing (107)
aT T T ),

N,V
Si ahora sustituimos la expresion (101) podemos ver que la energia interna es la suma

de diferentes contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y electronica):

U_U(O)=NKTZ(alnq““(v’TMmt(T)qvib<T)qe|e(T>) _

aT

— NkT2 a|nq'[ras(V’T) +NkT2 dlnqrot(T) + NkT2 dlnqwb(T) + NkTZ dlnqele(T)
oT dT dT dT

\

= U + Urot + Uvib + Uele

— “tras

(108)
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Calculemos cada una de estas contribuciones:

- Traslacional:
3/2

aln (2’“:;”) v

U,.. =NKT? M = NKT? _
oT v oT
v (109)
(2nmk)3/2V3T1/2
2
= NKkT? h 322 =NkT2i=§NkT=§nRT
(2nka / v 2T 2 2
|

y si estamos interesados en la energia interna molar (de un mol), la contribucion

traslacional se obtiene tomando n=1 0 N=Nj:

U. tras =%NAKT=3RT (110)
-Rotacional:
L dnau®) e

U, =NKT® —=—==NKkT 4T NKT T° NKT =nRT

(111)
y la contribucion molar seria:
Ut =NAKT =RT (112)
-Vibracional:
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Uvib — NkT2 dlanIb(T) — NkTZ 1—e kT - NkTZ
dT dT

hVe _hk\-,l-e hve h\’e
WT2° hv, e « K
= NKT? — =Nk —=2 ~ =Nk =
1_e ¥ k 1—e ¥ e _1 ek _1
(113)
hvie

donde en el Gltimo paso hemos multiplicado numerados y denominador por e kT .

Introduciendo la temperatura caracteristica 6, =hv,/k y calculando la contribucion

por mol, nos queda:

0. . 0 .
Um,vib =NAk 9.:lb =R e.zlb (114)
eT -1 eT -1
-Electronica:

Si no hay estados electronicos de baja energia, la funcién de particion electronica es
igual a la degeneracion del nivel fundamental, con lo que la derivada con respecto a la

temperatura es cero y la contribucion electrénica a la energia interna es nula:

dlnqele(T) dlngele,o

dT

Este resultado es logico. Si los estados electronicos excitados estan muy altos, todas las

U, = NKT? = NKT? =0 (115)

moléculas estaran en el nivel fundamental. La contribucion electronica a la energia
interna (sobre el valor cero) serd nula.

En este punto es interesante realizar un analisis de los resultados obtenidos para las
contribuciones traslacionales, rotacionales y vibracionales. Podemos observar como
tanto para la rotacién como para la traslacion el resultado molar es del tipo nimeroxRT,

mientras que la vibracion presenta un resultado distinto. De hecho, el resultado que
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hemos obtenido para la traslacion y la rotacion es el que podia esperarse desde un punto
de vista clasico. Efectivamente, en la mecanica clasica existe un teorema denominado
de la equiparticiéon de la energia que afirma que cada término cuadratico de la energia
contribuye con 1/2RT a la energia interna molar. ;Qué quiere decir ésto?. Pensemos
primero en la traslacion, desde el punto de vista clasico la energia de traslacion se

escribe como la suma de tres términos cuadraticos de la velocidad o del momento:
2 2 2
px + py + pz
2m 2m 2m

1mvi + Ty +1mv§ =
2 2 7

Asi la traslacion deberia contribuir con 3x1/2RT a la energia interna molar, justo el
resultado que hemos obtenido a partir de nuestras funciones de particiéon basadas en
expresiones cudnticas de los niveles de energia traslacionales. Para la rotacion, en una
molécula diatdmica tenemos dos momentos de inercia idénticos, por lo que la energia en

funcion de la velocidad angular o el momento angular es:
o? o? 1 1

2 2 2 2
Asi, desde el punto de vista cldsico la contribucion rotacional a la energia interna molar
deberia ser 2x1/2RT, que coincide con lo obtenido a partir de nuestra funcion de
particion obtenida con expresiones de energia del rotor rigido derivadas de un
tratamiento cudantico. ;{Qué ocurre con la vibracion?. La expresion clasica de la energia

(para una masa m que vibra en la direccion x, con una constante de fuerza k) implica

dos términos cuadraticos, uno dependiente del desplazamiento y otro de la velocidad:

2
1kfx2 + P
2 2m

Asi, clasicamente, la contribucion vibracional a la energia interna molar deberia ser
2x1/2RT, que no es lo que hemos obtenido usando la funcion de particion de origen
cuantico. jPor qué la traslaciéon y la rotacion dan resultados coincidentes con lo
esperado cldsicamente y la vibracion no?. La diferencia fundamental que hemos

introducido en el calculo de las funciones de particion es que tanto en el caso de la
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traslacion como de la rotacion hemos tomado el limite de alta temperatura (0,,, << Ty

tras
0, << T), suponiendo que habian tantos estados accesibles que podiamos ignorar la
cuantizacion de la energia y tratarla como un continuo. Sustituiamos el sumatorio por
una integral. Esto equivale a pasar del mundo cuantico al clasico, por lo que no es de
extrafar que las predicciones del teorema de equiparticion coincidan con nuestro
resultado. Sin embargo, en la vibracion vimos que a las temperaturas a las que

normalmente vamos a trabajar no se cumple que 0, <<T por lo que no podemos

ignorar la cuantizacion de la energia.

Capacidad calorifica

La capacidad calorifica a volumen constante se define como la variacion de la energia
interna con la temperatura, siendo constante el nimero de moléculas y el volumen:
U
C,=|— (116)
aT
N,V
Como la energia interna se puede expresar como la suma de diferentes contribuciones,

lo mismo ocurrird para la capacidad calorifica:

CV = (auﬁ) + ( aumt ) + ( aUVib ) + ( aUeIe ) = CV,tras + CV,rot + CV,vib + CV,ele
VN VN VN VN

oT oT oT oT
(117)

Calculemos cada una de las contribuciones

-Traslacional:

3
d—NKT
Cope = L) |22 | _3nk-30R (118)
’ oT VN oT 2 2

La contribucion traslacional a la capacidad calorifica molar es por tanto:

Quimica Fisica Avanzada. Cuarto curso
Departamento de Quimica Fisica
Curso 2009-2010

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare



68

3
C =—R
V,m,tras 2
-Rotacional:
Cypt = (%) = (M) =Nk =nR (119)
oT VN aT )
y si queremos la magnitud molar:
CV,m,rot = R
-Vibracional:
eVi By
U K eﬂb O Gvg) e’ 0 64"’
Cyun =(6_Vlb) | e’ -1 =NkT—2=Nk( vib € .
’ aoT
VN

oT Byip
N

y la contribucién a la capacidad calorifica molar:

Byip

6vib e T

iGE

2

Cv,m,vib = R(

-Electrénica:

Asumiendo que no hay estados electronicos de baja energia, la contribucion electronica

a la energia interna es cero y lo mismo sera la contribucion electronica a la capacidad

calorifica:

Cyee = (ag—T') =0 (121)
N,V

Légicamente, si no hay estados electronicos accesibles el sistema no puede variar su

energia interna cuando variemos la temperatura ya que sélo puede acceder al nivel

electronico fundamental.
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A la hora de analizar las expresiones obtenidas hemos de tener en cuenta lo dicho
respecto a la energia interna. En el caso de la traslacion y la rotacidon estdn obtenidas
asumiendo que nos encontramos a una temperatura T tal que T>>0,s y T>>6,i,. Por
supuesto estas expresiones de la capacidad calorifica traslacional y rotacional como un
multiplo entero o semientero de R, independiente de la temperatura, no seran validas si
la temperatura se acerca o baja por debajo del valor de la temperatura caracteristica. La
expresion de la capacidad calorifica vibracional es valida para cualquier temperatura

(siempre que sea aceptable la aproximacion del oscilador armoénico).

Si cubriésemos todo el intervalo de temperaturas, la forma que tendria la capacidad
calorifica de una molécula diatdbmica en funcién de la temperatura seria
aproximadamente la que aparece en la siguiente figura. Notese que los valores de las
temperaturas caracteristicas no estan a escala ya que la de traslacion puede ser del orden
de 10"*-10"" Kelvin, la de rotacion del orden de unidades o decenas de Kelvin y la de

vibracion del orden de centenares o miles de Kelvin.

CV,m
TI2R |
2/2R
5/2R [ - e
2/2R

Es 3 rtant¢” destacar que un mq nto se {vuelve ‘activo’ cuando
superamos § étemperatura caracterist llenarse: estados excitados) y en
ese momento su contribucion calorifi ipidamente al valor predicho por
el teorema ( equiparticion (término r 1/2R).; Para la mayor parte de

moléculas, ef)]as temperaturas héhjgpales de trabajo nos encofiggmos € la zona rayada

en azul. Es decir, que para la mayor parte de moléculas a las temperaturas habituales de
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trabajo podemos tomar el valor cldsico de las capacidades calorificas traslacionales y
rotacionales, mientras que la vibracién o no contribuye o lo hace en una cantidad menor
de 2/2R. Por eso suele ser una buena aproximacion tomar como capacidad calorifica
molar a temperatura ambiente el valor de 5/2R para gases formados por moléculas
diatomicas (y lineales); 3/2R para gases monoatdémicos (s6lo contribuye la traslacion) y
6/2R (tres traslaciones mas tres rotaciones) para gases formados por moléculas no

lineales.

-Entropia:

Para calcular la entropia de un gas ideal tenemos que utilizar la expresion:

s=k1[2MN L kina (122)
aT  Jyv
Sustituyendo (100) en esta expresion y teniendo en cuenta que la derivadaesa Ny V
constante:
N
q
dln— N N
S=kT| — N | kin S o[ N9} king™ —kInNI=
T N! aT |y
(123)
N,V
_NkT( 29 L NKIng—kInNI
aT v

Si ahora tenemos en cuenta que la funciéon de particion molecular se expresa como el

producto de diversos factores:

S= NkT( 91N Qyra Frot Fuio Jete

8T )N’V +Nk|nqtrasqf0tqvibqe|e _klnN!=

CNKT[ M ) Nking, . + NKT[ 2% ), NKIng,,, + (124)
aT dT

\

oNkT( 0% ) | Nking,., +NKT( 3% ), Nking,,_ —kInN
dT dT
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En el caso de la entropia aparece un factor (-klnN!) debido a la indistinguibilidad de las
moléculas. La indistinguibilidad no afecta para el calculo de la presion o de la energia
interna pero si para la entropia. Cuando las moléculas son indistinguibles existen
muchos menos microestados posibles por lo que también son menores las posibilidades
de desordenar el sistema. Asi pues la entropia disminuye en el factor kiInN!. A la hora
de separar la entropia en distintas contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y
electrénica), el término de indistinguibilidad suele agruparse junto al de traslacion. Esta
convencion se toma debido a que estos dos términos aparecen siempre mientras que los
demas no (pensemos por ejemplo en un gas monoatomico, donde no existen ni rotacion

ni vibracion). Asi pues la expresion anterior puede escribirse como:

S = NKT[ M%), Nking, .. - kinNeNKT[ 3% ) 4 Nking,., +
aT ), dT

Stras Srot

} } (125)
+NKT[ 0% ) | NKIng,, +NKT( S0 Jee | 4 NKkIng,,
dT dT

Svib S

ele

Calculemos ahora cada una de las contribuciones:

-Traslacional:
Sustituyendo la expresion de la funcién de particion traslacional y usando la

aproximacion de Stirling:

3/2
. | (ZTcn;kT) y
S,.. =NKT[ 2%t ) | Nking,.. —kInNI= NKT .
oT v oT
\%
3/2 3/2
+NKlIn (2’“:;”) Y, —kNInN+kN=NkT%+NkIn (Z“hszT) vl -

3/2
~KNINN+kN = gkN +KkNIn (m) v

h2 N

N
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Teniendo en cuenta que Nk=nR y que en un gas ideal V/N=kKT/P, la expresion anterior

queda:

S

(126)

ras = §nR +nRin
2

(2nm)”2&Tf”

h? P

Esta expresion se conoce como ecuacion de Sackur-Tetrode y proporciona la entropia

de un gas ideal monoatdémico en el que la contribucion electronica sea nula.

-Rotacional:

Para un gas diatomico o poliatdmico lineal, la contribucidn rotacional a la entropia es:

S, = NKkT 9E5h&.+Nkmqmt=
dT

kT (127)
ni
- NKT—9B  NkinKT _ Nk L Nkin X nR + nRIn KL

dT ohB T ohB ohB

Para un gas poliatomico no lineal:

\/E Ts/z
_— 128
o Je;%ecl (128)

S, = %nR +nRIn

-Vibracional:

Para un gas diatdmico, que solo tiene un modo de vibracion:

dln%
SWb=NkT-9E5ﬁ2 +NkIng,, =NKT—1=€ T | NkIn— 1 _
dT dT _9_\;_\b
1-e (129)
Ovib
eLizbe T 0 B o
=NHZI——ET—Nkmp—e T]=nR——I??—anp—e T]
1-e T 1-e T
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En un gas poliatdmico tendriamos un término como éste por cada uno de los modos
normales de vibracion.

-Electronica:

Si suponemos que no existen niveles electronicos excitados de baja energia qeie=gelc.0

por lo que la contribucion a la entropia sera:

S,, = NkT(%) +NkIng,, =NkIng,,, =nRIng,, (130)

Es decir, la contribucion electronica sélo serd nula si geeo=1. En ese caso no hay
posibilidad de desordenar el sistema entre estados electronicos y la entropia electronica
sera cero. Pero si el nivel electronico fundamental es un doblete (g..=2) entonces el
sistema puede desordenarse entre dos estados y tendremos una contribucién a la

entropia (nRIn2)

Energia libre y Constante de Equilibrio

Para obtener la energia libre de Gibbs podemos usar la siguiente relacion con la energia
libre de Helmholtz:

G-G(0)=A-A(0)+PV =-kTInQ+PV (131)
Para un gas ideal Q=q"/N! y PV=NKT con lo que tendremos:

N
G- G(0) = -kTIn -+ NKT = —KTIng" +KTInNHNKT =
N (132)

= -NKkTIng+NKTInN - NKT + NKT = -NkTInq+NKTInN = —NkTIn%

El término NKTInN proviene de nuevo de la indistinguibilidad de las particulas. Este
factor, como hemos discutido, disminuye la entropia, y por lo tanto aumenta la energia
libre. Si sustituimos ahora la expresion de la funcion de particion molecular e incluimos
el factor de indistinguibilidad junto a la traslacién (como hicimos en la entropia)

podemos separar la energia libre en distintas contribuciones:
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_ - _ qtrasqrotqvibqele - _ qtras _ _ o
G -G(0) = -NkTIn N NKTIn== - NKTIng,,, ~NKTIng,, (133)

-NkTIng,, =G, + Gt +Giip + G

tras rot

Conocida la energia libre podemos encontrar también una expresion para la constante de
equilibrio de una reaccion entre gases ideales basada en las funciones de particion, es

decir en magnitudes microscopicas. Una reaccion quimica cualquiera (aA + bB + ...

—cC + dD + ...) puede escribirse en general como 2\/ ,J =0, donde J son las especies

implicadas y vy los coeficientes estequiométricos (positivos para productos y negativos
para reactivos). Para este proceso entre gases ideales la constante de equilibrio, en

escala de presiones, se escribe como:

F)J,eq "
K, =n( 2 ) (134)

donde P;.q son las presiones en el equilibrio y P’ la presion estandar (1 bar). Esta

constante de equilibrio estd relacionada con la energia libre de reaccidon estandar a

través de la ecuacion:
AG? = -RTInK, (135)

La energia libre de reaccion estdndar se obtiene de las energia libres molares estandar de
las distintas especies quimicas implicadas en el equilibrio:

AG? = Y v ,GY, (136)

Para calcular la energia libre molar estandar de un gas ideal usaremos la expresion (132)

tomando N=N, y el volumen (necesario para obtener la funcion de particion

traslacional) lo tomaremos también molar estindar (V° =RT/P°). De esta manera

obtendremos la funcién de particion molar estindar q2:

qom = q?ras,mqrotqvibqele (137)
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ya que la tnica funcion de particion que depende del volumen es la traslacional que

cuando es molar estandar se obtiene como:

3/2 3/2
0 _(2nka) Vo =(2nka) RT (138)

trasm — h2 h2 F
(en este caso la funcién de particion, al ser molar, tiene unidades de mol™). De esta
forma la energia libre molar estandar de la especie J, calculada con la expresion (132)

queda:

0
G%, -G, (0) = —NAkTIn:\ql—m
A
qO qo (139)
Gl = Gln(0)~NAKTInSe = GJ,,(0) - RTIn S

A A

La energia libre a temperatura cero G(0)es lo mismo que la energia interna a cero ya que
G=H-TS=U+PV-TS. A cero kelvin el volumen de un gas ideal tiende a cero y por tanto
G(0)=H(0)=U(0). U(0) recordemos que es la energia del sistema cuando todas las
moléculas se encuentran en el nivel energético fundamental en todas sus contribuciones
(traslacional, rotacional, vibracional y electronica). Hay que recordar que esta magnitud
se puede tomar arbitrariamente como cero para una especie, pero en una reaccion
quimica existen varias especies involucradas y no podemos hacerla cero para todas
simultdneamente. El origen de energias debe ser el mismo cuando comparamos la
estabilidad de distintas especies quimicas.

0
Gl = U5, (0)- RTlnEl—m (140)

A
Ahora podemos obtener la energia libre de reaccion molar estandar de acuerdo con

(136):

0
AG! = $ V.Gl = Tv.Uin(0)-RT S v, In ?\l”“ (141)
A
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El primer término de la derecha (ZV U0 (0)) define la energia interna de reaccion a

cero kelvin AU, (0)y tiene en cuenta la diferencia de energias entre los estados

fundamentales de las especies implicadas en la reaccion. Asi nos queda:

qu qgm "

AG? = AU (0)-RT I =AU 0)-RT Y In[—= =
(0)- ;VJ n (0) ; (NA ]

(142)

vy

U.(0)- RTmII(qm]

y sustituyendo esta energia libre de reaccion estandar en la relacion (135):
vy

'm) - -RTInK,

-RTlnH(?j
AU (0 H(quJ

J

vy

AU, (0) q(JJ
K,=e RT — (143)

J

Expresion esta ultima que nos da la constante de equilibrio a partir de las funciones de
particion moleculares de las especies implicadas y la energia interna de reaccion a cero

kelvin, que refleja las diferencias entre las energias de los estados fundamentales.

Para aclarar esta expresion veamos un ejemplo concreto. Supongamos que queremos

calcular la constante de equilibrio de una disociacion:

Xoe<>2X(g)
2
0
qX,m
N _AU,(0)
K, = e RT
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Necesitamos las funciones de particion de X, y X. En el primer caso habrd que tener en
cuenta las contribuciones traslacional, rotacional, vibracional y electronica. Para X,

puesto que se trata de atomos, s6lo tendremos las contribuciones traslacional y

electrénica. La energia de reaccién a cero kelvin es: AU, (0) = 2U5 . (0) - Uizlm(O), es

decir la diferencia de energia entre los atomos y la molécula cuando se encuentran en
sus estados mas bajos de energia. Esta cantidad es justamente la energia de disociacion
de 1 mol de X; Dy(X3). Asi la constante de equilibrio nos queda:

_Do(X3)
e RT

KP = i (q?(,tras,qu,ele)

0
NA qXZ,tras,mqerothzviquzele

En general, y tal y como se muestra en el siguiente esquema, la energia de reaccion a
cero kelvin, que tiene en cuenta la diferencia d energia entre los estados fundamentales
de productos (P) y reactivos(R), puede obtenerse de las respectivas energias de

disociacion de P y R:

atomos que forman Ry P

BoR) Do(P)

O Us(0)

cero comun
Dy (R) +Ug(0) =D, (P) + U (0)
Dy (R)-D,y(P)=U;(0) - Ug(0)

AU, (0) = Up(0) - Uz (0) = Do (R) =D, (P)

Debido a la importancia de la constante de equilibrio en quimica, vamos a plantear una

derivacion alternativa de la misma, mostrando su relacion con la ley de distribucion de
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Boltzmann. Consideremos un sistema R <> P. Podemos aplicar la ley de distribucion de

Boltzmann si consideramos conjuntamente los estados moleculares de R y P:

P
R
Agyte'y
Agy+e',
Agyte’,
Ag,
€
3 A€,
)
€
0 leeetens

Noétese que hemos puesto el origen de energias en el estado fundamental global, que en
este caso resulta ser uno de los de R. Ahora ya no podemos por tanto dar el valor cero al
estado fundamental de P. La funcioén de particiéon molecular de todo el sistema (qgrp) se
obtendra sumando sobre todos los estados moleculares que aparecen (los de R y los de
P):

Qe =1+€ ™ 42 4 e + e Plheoren) | g BlAcores)
R P

Si R y P estuvieran solos, calculariamos sus respectivas funciones de particion tomando
como cero su estado fundamental:

o8 =1+e P yeP2 4

Qp =1+ +e ™2 4

La proporcion de moléculas que en promedio se encuentran en un estado molecular j
(que supongamos que es de los de R) se obtendrda usando la ley de distribucion de

Boltzmann:

Quimica Fisica Avanzada. Cuarto curso
Departamento de Quimica Fisica
Curso 2009-2010

VNIVERSITATH D VALENCIA
OpenCourseWare



79

(N,) _e™
N Ore
Podemos ahora calcular la proporcion de moléculas que serdn de tipo R sumando las

proporciones de moléculas que estan en todos los estados moleculares que pertenecen a

e ™
(Ng) _ (N) _ve ; _ %
N ; N ; Ore Ore Qrp

De la misma manera podemos calcular la proporcion de moléculas que seran de tipo P

los reactivos (R):

sumando sobre todos los estados moleculares que pertenecen a los productos:

~BAey o —BE'] -BAeg -Be';
(Ne) _ ; (N:) _ ; e Pl ;e ° _ ° ;e _ O o-ps
N N

Orp Orp Qrp Qrp
y podemos ahora obtener la constante de equilibrio como la relacion entre el nimero

medio de moléculas de tipo P y de tipo R, quedando:

N qi —BAgg
<NP> < Np> ql:P i Qe b
K=t/ _ - O ow (144)
(Ne) (Nz) G g
N Qrp

que es el mismo resultado que hemos encontrado antes (a excepcion de los estados
estandar necesarios para el calculo de la constante expresada como Kp). Téngase en
cuenta que Agg se refiere a la diferencia de energia por molécula y AU,(0) por mol, por
eso el primero aparece dividido por kT y el segundo por RT:

A, NpAg, AU, (0)

KT NLKT RT

Por lo tanto podemos ver que la constante de equilibrio es el resultado de distribuir las

moléculas entre todos los estados moleculares (de R y P) de acuerdo con la ley de
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distribucion de Boltzmann. Esta distribucion puede obtenerse como el resultado de de
dos factores: el numero de microestados accesibles a cada especie (qp/qr, calculada cada

una de ellas para cada especie por separado) y un factor que tiene en cuenta el diferente

_Aeg
origen de energia y por lo tanto cudl es el estado fundamental de menor energia (e 7).

Vamos a utilizar esta Gltima expresion (144) para analizar las diferentes contribuciones
al equilibrio quimico sobre un ejemplo genérico del tipo R <= P. Vamos a suponer que
el estado fundamental de R es de menor energia que el de P (como en la figura anterior)
pero vamos a considerar dos situaciones limites respecto a las funciones de particion de

RyP.

1) Los estados moleculares de R y P estan igualmente espaciados:

e

Ag,

e {
Ay

En este caso Ae, =¢,(P)-¢,(R) >0, por lo que e T <1. Porotra parte las funciones

de particion de P y R, calculadas por separado, son iguales:
€ 2¢ 3¢

gr=1+e " +e M 4+e T 1. =q,

Por lo tanto, la constante de equilibrio en este caso sera:
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q _Aeg _Aeg
K="Fe K =g KT <1
dr

es decir, el equilibrio estard desplazado hacia los reactivos (<NR> > <NP>) debido a que

tiene estados moleculares de menor energia.

Termodinamicamente este ejemplo corresponderia a un proceso endotérmico (los

estados de P son més energéticos que los de R) que estard desplazado hacia la izquierda.

i1) Los estados moleculares excitados son mdas accesibles en P que en R (estan mas

juntos en P que en R)

.

En este caso al igual que antes Ae, =¢,(P)-¢,(R)>0, por lo que e " <1. Sin

embargo ahora, si calculamos las funciones de particion por separado de P y R, dado

que los estados excitados estan mas accesibles para P que para R gp>>qr. Asi, ahora la
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constante de equilibrio es el producto de dos factores, uno mayor que la unidad y otro

menor:
acg
K= q_Pe KT
H,_/
qR <1
——

>1
(Hacia donde se estara desplazado el equilibrio en este caso?. Va depender de la

temperatura. Si la temperatura es baja entonces el exponente del segundo factor crecera

_Agg
y al ser negativo este factor (e ') se hara tanto mas pequefio con lo que a bajas

temperaturas la constante de equilibrio sera menor que la unidad y el equilibrio se
desplaza hacia reactivos. Esto es logico si miramos el diagrama de estados moleculares
que aparece en la siguiente figura. A temperatura suficientemente baja solo estaria
accesible el estado fundamental, que resulta ser de R, con lo que todas las moléculas
acabarian siendo de reactivos. ;(Qué ocurre al aumentar la temperatura?. Ahora el
exponente del segundo factor va decreciendo con lo que éste se acerca a la unidad y
como el primer factor (qp/qr) €s mayor que la unidad la constante terminaria siendo
mayor que uno, el equilibrio se desplaza hacia productos al aumentar la temperatura. Si
miramos el diagrama de estados, al aumentar la temperatura empiezan a ser accesibles
los estados excitados, pero resulta que hay muchos mas estados excitados de baja
energia que pertenecen a productos que a reactivos por lo que acabaria habiendo mas
moléculas de tipo P que de tipo R.

Termodindmicamente tenemos un proceso endotérmico (los estados de P mas
energéticos que los de R) que al aumentar la temperatura se desplaza hacia la derecha.
(Por qué ocurre esto?. Se trata de un fenomeno gobernado por el aumento de entropia.
En este ejemplo podemos ver que al ir de R hacia P el numero de estados excitados
accesibles es mucho mayor, por lo que aumentan las posibilidades de desordenar el
sistema entre esos estados. Dicho de otra manera, el equilibrio depende de

consideraciones energéticas (esencialmente de Agy) pero también de la entropia. En este
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3

ejemplo existen muchos mas estados accesibles en P que en R, asi que las posibilidades

de desorden son mayores cuando el sistema se desplaza hacia P.

P P
R R S
_ =
- .
- .
.
—
—  ———
— ——
L Ll
T Bajas T Altas
Ng > Np Np > Ng
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