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Tema 4: TEORIA DEL POTE

4.1. Introduccio

Introduccio

Plantejament general quan es
coneix la densitat de carrega en
un volum V.

Camp electric:

E(F) =

1 .[RS o(r')dV' (inconvenient: 3 integrals)
TEEq

Potencial: ¢(r)—4 . Ip(rl) dvV' E(F)=-V-¢(F)
TEy -
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.1. Introduccio

Introduccio

Pero, i Si no es coneix la densitat
de carrega?

Si es coneix la carrega total o el
potencial: PROBLEMES DE /
VALORS EN LA FRONTERA

— no es coneix la densitat de carrega, pero si que es
coneixen les condicions de contorn en el volum V'.

Tipic de conductors i/o condensadors:

— es coneix la carrega total, pero no com esta distribuida

— es coneix el potencial en certes superficies
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.1. Introduccid

L
.\
Ve m——

Introduccio ),
EXEMPLES: L ‘

— distribucio de carrega en un
CondUCtor: depén de Ia forma http://www.labscientificequipments.c

om/conductors-metal-7886.html

— distribucio de carrega en una
esfera enfront d'una altra carrega Q

> |a distribucio sobre la superficie
depen de diferents factors

> no podem aplicar el teorema de
SuU pe rpOS|C| é http://etc.usf.edu/clipart/galleries/sci

ence/electricity.php?page=3&term=
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.1. Introduccio

Introduccio

Que cal fer? Utilitzar les equacions diferencials del
potencial electric, aplicant condicions de contorn.

Equacions diferencials que compleix el potencial

en una zona SENSE carregues: V=0
(equacio de Laplace)

en una zona AMB carregues: vig=_F
(equacioé de Poisson) o

Aquest metode també s’utilitza en magnetostatica (fora
de les fonts): Vi =0 (B=—1u,Vg )
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.1. Introduccio

Introduccio

Metodes més importants per a resoldre aqueixes eq.
diferencials:

— Meétode de la funcidé de Green

— Metode de les imatges

— Metode de separacio de variables
— Metode de relaxacio

- Metode de la transformacio conforme
(bidimensionals)

- Metodes basats en equacions integrals
— Metodes basats en elements o diferencies finites
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.1. Introduccio

Aspectes generals de I'equacio de
Laplace

= Les solucions de I'equacio de
Laplace: V=0
s’anomenen funcions

harmoniques i no tenen ni
maxims ni minims.

Laplace, Pierre-Simon (1749-1827)

= Aguestes funcions harmoniques
apareixen com a solucio d'altres
problemes fisics (gravitacio,
propagacio del calor, dinamica

: http://www.ee.nthu.edu.tw/~sdyang/Courses/PDE.htm
de fluids...)
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn | UNICITAT

La resolucié de I'equacid de Laplace necessita
condicions de contorn. Quines son les adequades?

En una dimensio és facil (P (x) = ax+b): 2 condicions
(coneixer-ne nomeés una no es suficient).

Pero, en diverses dimensions, com sabem guan tenim
condicions suficients?

Teoremes d’unicitat: quines son les condicions de
contorn que fan que existisca una SOLUCIO UNICA.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat p=0

Condicions de contorn | UNICITAT:
1r teorema

Suposem una regio que
satisfa 'equacio de Laplace.

<
v
=

X/
PRIMER TEOREMA d’unicitat: La solucio del potencial
electrostatic de I'equacio de Laplace en un volum
donat queda univocament determinada si es coneix el

potencial en tots els punts de la superficie.

Quan es coneix el valor d’'una funcio en la frontera (aci,
el potencial): condicions de contorn de Dirichlet.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn i UNICITAT: DEMOSTRACIO
Demostracio: per reduccio a I'absurd.

Suposem dos potencials diferents ¢, i ¢,, solucid de
I'equacio de Laplace, que compleixen les mateixes
condicions de contorn.

Definim una tercera solucio, ¢; = ¢, - ¢,, que tambe
satisfara 'equacio de Laplace: V2¢, = V2¢, - V2¢,=

Suposem que agueixa solucio ¢, és diferent de les
solucions ¢, 1 ¢, dins del volum. Com que en la
superficie ¢, i ¢, compleixen les mateixes condicions
de contorn:

¢3)s = ¢1)s B} ¢2)s =0 | V¢3)ns - V¢1)ns - V¢2)ns =0
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn i UNICITAT: DEMOSTRACIO

Per a ser una solucio harmonica, el potencial no pot tenir
maxims ni minims en el volum. Per tant, si el potencial és
zero en la superficie: ¢;), = 0 ; aleshores ¢,(r)= 0.

| es compleix també que V@ ,(r)= 0 en tot el volum.

Cosa que suposa que la Vo,=V¢ ->E =E,
solucié del camp siga Unica:

... 1 la del potencial, tambeé: 0,=0—>0,=¢
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL #*?

4.2. Teoremes d’unicitat V2 ¢ =— P

€o

Condicions de contorn i UNICITAT:
extensio 1r teorema

El primer teorema d’unicitat pot
estendre’s a l'equacio de Poisson,
si hi haguera addicionalment una «
distribucid de carrega present p(r’).
Extensié del PRIMER TEOREMA d’unicitat: La solucio
del potencial electrostatic de I'equacio de Poisson en
un volum donat queda univocament determinada si es
coneix: (a) la densitat de carrega en tota la regio i (b) el
potencial en tots els punts de la superficie.

Demostracio per reduccio a I'absurd semblant a la de
I'equacio de Laplace.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL #*?

4.2. Teoremes d’unicitat Vg = 1%

€o

Condicions de contorn i UNICITAT:
2n teorema

Suposem ara gque tenim un
volum del qual, en lloc de
coneixer el potencial en la
superficie, es coneix la carrega
en superficies conductores.

Addicionalment pot haver-hi una distribucié de carrega
p(r’).

Esta el camp electric univocament determinat?
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn | UNICITAT

SEGON TEOREMA d’unicitat: En una regio V’rodejada
de conductors i contenint una densitat de carrega, el
camp electric esta univocament determinat si es coneix
(a) la densitat de carrega en tota la regid i (b) la carrega
total en cada conductor (la regid pot estar rodejada per
un conductor perfecte o per una superficie en l'infinit).
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn | UNICITAT

OBSERVACIO: En un conductor, si es coneix la
derivada normal respecte de la superficie del potencial,
tambeé es coneix la densitat de carreaa:

% _g -
on A
En conseqglencia, també es coneix la carrega total:
0¢
=|locdS=—¢g,| — dS
Q j : j -

Coneixer la carrega total equival a coneixer la derivada
normal del potencial en tota la superficie.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn | UNICITAT: 2n teorema

SEGON TEOREMA d'unicitat (redaccio alternativa): En
una regio V’que contée conductors i una densitat de
carrega, el camp electric esta univocament determinat
Si es coneix (a) la densitat de carrega en tota la regio |
(b) la derivada normal del potencial en tots els punts de
les superficies dels conductors (la regid pot estar
rodejada per un conductor perfecte o per una superficie
en l'infinit).

Quan es coneix el valor de la derivada d’'una funcio
en la frontera (aci, el valor de la carrega total):
condicions de contorn de Neumann.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.2. Teoremes d’unicitat

Condicions de contorn | UNICITAT

IMPORTANCIA DELS TEOREMES D’UNICITAT:

Quan trobem una solucio a les equacions de Laplace i
Poisson i que satisfa les condicions en la frontera, siga
pel metode que siga, aquesta es la correcta.

Aguesta és la base dels metodes de potencial.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

ldentitats de Green

Suposem dues funcions escalars @ | , continues |
derivables a l'interior d’'un volum V.

Aplicant el teorema de la divergencia al producte @- Iy
[VIpVy)av =[¢VyaS
Y S

—_ —_

Tenint en pompte que: \% w)=§¢-§t//+¢vzw

YA, : dV= V d§ a identita
I(V¢Vw+¢v W) !¢VW %1 dentitat }

Y, de Green
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

|dentitats de Green
Aplicant el teorema de la divergencia al producte - 'd

[V Vg)av = [y VoS

Desenvo\Lpant de forma equivalery;

J‘(6 W§¢ Ty V2¢)dv = IW §¢d§ 2a identitat o
S

Rgstant: tggsrr:\a “
[(pvey —wvig)av = [(¢ Vi —y Vo)ds
V S

M. Carmen Martinez Tomas 20



Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

ldentitats de Green

El terme de la dreta es pot expressar en funcio de les__
derivades normals (A L superficie, i || al vector S)

€¢-d§:(ﬁ¢-ﬁ)-d3:%ds Vy 4S=(Vy -ﬁ)-dS:Z—Vr/]dS

2a identitat o

Per tant: tC(;e;)ergrr]na de
0 0
Vj(qﬁvzw—wvzqﬁ)dv =£(¢a—‘g—w %jds



Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic
Considerem un volum V’ que conté
una densitat de carrega p(r’) i del
gual es coneix el potencial i/o les
seues derivades en la superficie S’. X/'

Considerem que les funcions @ i  son: 1 1

¢(r) = potencial y(f)=—= \F F'\

R

Coordenades punts font () i punts camp (sense ‘)

—_

— 1 — 1 R 21 |21 —
VI =V ]== ~=v?==_475(R
&R TRTR®
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic
PRIMER TERME del teorema de Green:

12 12 I 12 1 1 12 I
Vf(w w —y V2 ¢)dV =Vj(¢v (Rj—Rv ¢jdv -
/ j¢<r)5(R)dv 4(F)

=j( 4n¢(r)5(R)——v G )j

— Amp(F)+4r j A1) gy v g(r) = - 20

f A7e,R €
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Tema 4: T]

HORIA D]

AL POT]

CNCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic
SEGON TERME del teorema de Green

WVW y Vp)ds = J[qﬁ(”')———w( )jd§

lgualant:

—47z¢(r)+47zj p(r) dV’ = j(

Ae,R
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Tema 4: T]

HORIA D]

H1L POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic

A'|'Ilant el terme del potencial:

472'6‘0 Ar <,

Considerant: V' ¢-dS"' = (§'¢-ﬁ')-d8 =
§(r) = [P gy L (2O g

drey,y R dr| R on

!

0P

1= . .-nR).a
j(Rw(r)—qﬁ(r jodS

— dS’

on

L4

R
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic, RESUM
Solucid integral del potencial electrostatic en una regi(’) V'

p(r)=

A &,

)R 4z|4R on 4

El primer terme esta determinat per les carregues en
I'interior de V.

El segon terme esta determinat pels valors del potencial

en la superficie S’ (condicions de Dirichlet) i de la seua

derivada respecte de la normal en& S' (condicions de
Neumann).

— NO €S necessari coneixer a la vegada el potencial i les

seues derivades (condicions de Cauchy).
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic, INTERPRETACIO dels termes
MATEMATICAMENT: solucié general del potencial

Integral de volum: J‘,O( ) dv'
A gy

— solucio particular de I'equacio de Poisson en tot I'espai.

—>

Integral de superficie: L i§¢( F')—¢(F')— |dS’
4\ R

— solucio general dins de S’ de I'equacio de Laplace
(equacié homogenia del potencial).
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green

Potencial electrostatic, densitats de carrega
FISICAMENT: termes integrals de superficie

Primer terme de superficie: 1 J‘ 1 0¢(r') ds’
dr+ R on
— potencial creat per una ~ OP(F")
densitat de g superficial: o(r')=¢, 8n
Segon terme: ——J o(r )—dS #(r) = j

— potencial creat per una ( )_ < ¢( )q.
0

densitat de dipols normals en& S
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL p.. ()

4.3. Soluci6 formal aplicant el teorema de Green @
COMENTARI FINAL (F")
Si tenim: Pin

Un conjunt de carregues, de les
guals, només es coneix una part,
la interior a la superficie S’

L'efecte de les fonts desconegudes ep Jexterior es pot
substituir pel coneixement del potencial i la seua
derivada en una superficie S'.

Les integrals de superficie (del potencial i la seua
derivada) representen I'efecte de les carregues exteriors:
carregues superficials i densitat de dipols.

Si no hi ha carrega en I'exterior, les integrals de superficie
son zero i el problema es redueix al classic amb p(r’).
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