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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Funcio potencial ]

Factoritzacio en coordenades esferiques eq. Laplace

L'equacio de Laplace en c. esfer)

2
1 0(20g), 1 24, 1 (G ,00)
ar ) r°sin“837¢" rsinf oo

€S s’expressa com.

En aquest cas es factoritza la funcio ¢ en la forma:
R(r
#(r.0.7) = f)cb«o)@(e)

L'equacio, ja en derivades totals:
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

L'equacio, ja en derivades totals:

dOd( ,d R 1 ROJ°® 1 R® d do
R L R >t ng—— |=0
r2 dr drr) r%sin®6 r de~ r°sing r dH

dé

Multiplicant per sin?g:

. 5 :
o eSh Qd(rzde+l RO ¢°®  sing RO d ( d@j 0

net®
r> dri drr) > r d¢ r* r dO do

3

Multiplicant per: RD G
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

L'equacio s’expressa com:

2 -
rsinzé’loI erR +1 d CIZ+Sm(9 d sin9d® =0
Rdr{ drr) ®ddeg ® do dé
| ' J
., \_mz 1 d°d 2
La soluci6 per a ¢ sera: ;- =—Mm
D do

D(p)=ae ™ +a,e’™ =Acosme+ A sinme
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace
Substituint:

rsinze1d erR +sm6’ d sin6?d® —m?=0
R dr drr ® dé doé

Dividint per Sin@:

rd{ ,d R 1 d (. d® m?
o lre -+ sin@—— |- =0
R dr drr ®siné d o d@ ) sin“@

a
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

= Lapart que depen der:

rdeR:a dZR—aR—O
R dr? dr? " r?

= La part que depén de @

1 d(. .dO m?
a+ sind—— |- =0
®sing d g d@d ) sin“@
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

Fent el canvi de variable per 1 = c0S# i derivant,
s'arriba a I'equacio generalitzada de Legendre:

d ,\d ® m°
— =) |+ a- 0=0
dﬂ(( ﬂ)dﬂ) (a 1—/12]

Que té solucio si: a=I1(1+1)

Per tant:
(29O ) 1g+n- ™ Jo =0
d,u “ du 1—u°
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables Pol. Legendre Pol. Lege_ndre
la especie& 2a especie&

Factoritzacio en coordenades esfériquvé de I'eq. L/ ¢lace

La solucio general es: @(u) = Blle(,u)+ B,Q" (,u)
1 =C0osd

En molts problemes conve ajuntar la dependencia angular
en @i @ en els harmonics esferics:

21+1 (1-m)!
m ,0)=

Vinl2.0) U4z (1+m)!

on les funcions associades de Legendre vénen

donades per: . - m
P (x)=(-)"1—xA™" ;Xm P (X)

eim™p"(cos 0)
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

Finalment, la solucié radial'

—a ,=0 —1(1+2)
dfz “ r2 - dr ( )
Amb solucio: R(r) =Ar"* +Br”

Per tant, la solucié mes general sera:

r (0; i Z('Aﬁmr T BImr () )Ylm (gﬁ, 9)

|=0 m=-—I

M. Carmen Martinez Tomas 10



Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

Cas amb simetria azimutal (independencia amb ¢):

Aleshores m = 0 i els harmonics esferics es
redueixen als polinomis de Legendre:

2| +1
\Ar

_o20+1 (1)
m0 4z (1)!

Essent:

.1-P,(cos 8)= P, (cos 6)

Ylm(¢1 ‘9)

P (cos@)=P|(cos 6)
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables X = COS &
Polinomis de Legendre = Caracteristiques:
Legendre Folynomials
2 ' . 1< x <+1
5 ] ::; TTTITTI LT ]
o -1<P(x) <+1

—

Ordre parell:
\quncié parella

http://es.wikipedia.org/wiki/Polinom
os_de Legendre




Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables X = C0S O
Polinomis de Legendre = Formes explicites:
Legendre Polynomials
: - | Po(x) =1
R P1(X) = X
5 n=2 | 1 )
P.(X)=—-(3x"-1)
N=4 === 2

P, = (6x* ~3%)
P (X) = ;(35x4 _30x? +3)

—
Ordre parell:
\quncié parella

http://es.wikipedia.org/wiki/Polinom
os_de Legendre




Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Polinomis de Legendre: condicio d'ortogonalitat

1
Variable X: ij(x)-Pn(x)dx = Ldm
° 2n+1
Variable 6: Po(Cos6) =1

canvi de variable
P,(cos &) =cosé
X =C0S6H 1
P, (cosé) = > (3cos® 8 -1)

]T P_(cos#)-P,(cos 6? =2 5
; 2n+1
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Tema 4: T]

HORIA D]

AL POT]

CNCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades esferiques de I'eq. Laplace

La solucio més general sera (simetria azimutal):

o0

#(r,0)=>" (Ar' +B,r ). p(cos6)

=0

Aqguesta solucio per al cas de simetria azimutal també
es pot obtenir partint directament de la independencia
amb @ i resolent les equacions que se n'obtenen.
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