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Tema 1: INTRODUCCIO A

L’ELECTROMAGNETISME

1.0. Calcul vectorial

- Camps vectorials, operadors divergencia i rotacional
- Integrals i teoremes fonamentals

VNIVERSITATE D VALENCIA
OpenCourseWare
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials

Camp vectorial A: es una funcio A(x, Yy, z) qgue a cada punt
de I'espai, li assigna una magnitud vectorial.

Cada component és una funcio escalar d’aqueix punt:

A(x,y,.z) = A(Xy.2) 1 + A (Xy.Z) ] + Ay(XyZ) K

Pergque tinga sentit fisic ha de ser monovaluada.
Exemples: el camp electric, el camp magnetic, etc.

REPRESENTACIO: linies de camp, corbes que son
tangents en cada punt al camp vectorial
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials

= REPRESENTACIO: linies de camp, corbes que son
tangents en cada punt al camp vectorial

http://www.arborsci.com/
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials, operador divergencia

Operador divergencia:

(cartesianes) divA = A, + a + oA, ~V-A
ox oy 01

S’aplica sobre una funcio vectorial. El resultat que s’obté
és una funcio escalar que, avaluada en un punt,

proporciona un valor escalar. S'entén millor en una
o . , ] superficie tancada
Significat fisic del escalar que s’obté:

Aplicat a un punt, en quina mesura els vectors canvien, en
direccio (divergeixen/convergeixen), en modul
(augmenta/disminueix).

EXISTENCIA D’'UNA FONT DE LINIES DE CAMP
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials, operador divergencia

Grau de variacio en:
— direccio: linies que convergeixen/divergeixen
— modul: augmenta/disminueix

| .

' — > > —-> —>
N —> > > > —> —
NN > > > - —> —>
P
> > > —»> —> —
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(a) Divergencia positiva (b) Divergéncia zero (c) Divergencia positiva
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CMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials, operador rotacional

Operador rotacional o rotor:
(cartesianes)

Vx A=

i ] k
o o 0
ox o0y 01
Ao A A

— rotA = curlA

S’aplica sobre una funcio vectorial, i el resultat que s’obté
és una altra funcio vectorial, que avaluada en un punt,

proporciona un vector.

Significat fisic del vector que s’obté:

Aplicat a un punt: mesura guant
“s’enrotlla” sobre si mateix el

camp.

-

S'entén millor en
una linia tancada
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EXISTENCIA D’'UNA FONT D’ ENROTLLAMENT DE LES

LINIES DE CAMP
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials, operador rotacional

Significat fisic del vector que s’obté (simil en fluids):

El camp de velocitats d'un fluid
amb rotacional no nul faria girar |

les pales d’'una turbina.

L'aplicacio de la regla de la ma
dreta al gir de la turbina dona la
direccio del rotor.

Circulacion nula Circulacion diferente de cero
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials, operador rotacional

Grau “d’enrotllament” de les linies de camp.
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(a) Rotor positiu en la direccio x (b) Rotor zero (c) rotor no zero
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Atenci6: de vegades els terbolins es tanquen en l'infinit.
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: integrals

Sobre camps escalars i vectorials es poden definir
Integrals de linia, de superficie i de volum.

M. Carmen Martinez Tomas
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CMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: integrals

INTEGRAL DE LINIA

Circulacio d'un camp vectorial A al llarg d’'un recorregut L
(de A cap a B): _
C=[A-dr
L

Sentit fisic: suma de les projeccions A(x,y,z)

del vector sobre el recorregut. — —

Si el camp A és una forca, la
circulacio = treball per a recorrer L.

—,._

q—-
#- ﬁ
q—-

Camps conservatius: la

circulacié no depen del cami, A

només deIS punts A | B http://es.vvikipedia}.olrg/V\;ik%Circul(?ci%CBO/oB_Sn_de_
_ un_campo_vectorial_a_lo_largo_de_un_camino
(si recorregut tancat, L = 0)
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals

(L]
<

Representacio vectorial de superficies

L'area i 'orientacié de superficies elementals es poden
descriure matematicament associant-los un vector
(pseudovector), tal que:

— modul: area de la superficie S=SH{
— direccid: perpendicular a la superficie
— sentit: arbitrari

> en una superficie tancada se sol
prendre el signe positiu “cap a fora”

> uan hi ha algun vector associat al
perimetre s’aplica la regla de Maxwell

dS = 7 ds
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— ) - Flow: massa per unitat d’area i unitat

1.0 Calcul vectorial: integrals Flux: massa que travessa una

INTEGRAL DE SUPERFICIE

superficie per unitat de temps kg/s.

Flux d’'un camp vectorial A a través d’'una superficie S
(N és el vector normal a la superficie | cap a fora)

flux = [ A-dS = [ A-rids ’///
S S

Significat fisic: quantitat de linies de .-

camp que travessen una superficie. .~ i -
Si es tractara d'un fluid: massa que — o
travessa una superficie per unitat -,

de temps (kg/s).

Superficie tancada: flux net a traves
de la superficie (balanc linies que hi
entren/n’ixen)

Figura 22.16 Tipler, 5a ed.
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: integrals

INTEGRAL DE SUPERFICIE
Flux en funcio de I'angle d'inclinacio de la superficie

-

-
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> |ds > dsA —————
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ﬂu_]o mMaximo I ﬂu_]o nulo ﬂu_]o intermedio ’
— > T

Flux com a indicacio de la divergencia

b 4 & 3
|15
S
f><[>< : }Z \
F F
Fuente (b Carga+) Sumidero (6 Carga-)
Flujo saliente = positivo
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flujo entrante = negativo Flujo nulo 14



TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

A cada una de les formes d’aplicar 'operador IV
(gradient, divergencia i rotor), li correspon un
TEOREMA FONAMENTAL que relaciona 'operador
diferencial amb algun tipus d’integrals.

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

DERIVADA 1 VARIABLE

(L]

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: teoremes

TEOREMA FONAMENTAL 1 variable f]

La integral de la derivada d'una
funcid és igual al valor de la funcié

en els punts inicial 1 final:

? f(b

[f primitiva de g } :a

oo 110

| g(x)dx=1(b)-1(a)

a

_T(df)dx = f(b)- f(a)
dx

a

El format base d’aquest teorema es repete/ tn els
teoremes que afecten I {punts extrems a,b

La integral d’una derivada sobre algun tipus d’interval ve
donada pel valor de la funcio en els punts extrems (o contorn).

M. Carmen Martinez Tomas 17
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

GRADIENT

(L]

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: teoremes

TEOREMA DEL GRADIENT

La integral de linia del gradient d’'una funcié és igual al
valor de la funcio en els punts inicial i final:

T(@f)drzf(ﬁ)—f(a’) 2

a

N

Per tant: df =Vf -dr

(escalar = producte escalar de dos vectors)

Corol-laris: §(§f)dr:o / BN

(@f ) dr ésindependent del cami recorregut

D e T
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

DIVERGENCIA

(L]

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: teoremes

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA O DE GAUSS

= Laintegral de volum de la divergencia d’'una funcio és igual
a la integral de superficie d’aqueixa funcio a traves de la
superficie tancada que envolta el volum (flux) .

j(ﬁ.li)dvz jA-d§

S(V)ﬁ punts extrems: S(V) } CAMP
» SOLENOIDAL

<

= a AP
i 2
—_= E=— S
&"'J X 4 Q;‘JM %K
JL =7
Source: Div(F)>0 Sink: Div(F) <0 Incompressible: Div(F) =0

http://www.ltcconline.net/greenl/courses/202/vectorIntegration/divergenceTheorem.htm
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: teoremes

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA O DE GAUSS
Interpretacido geometrica:
- Integral de volum: quantitat de fonts en un volum.
- Integral de superficie: flux total a través d’'una superficie
[(V-Aydv = [A.dS
V

S(V)

Altra definicié de divergencia (punt ~ volum infinitesimal)):

V.A=lim — [AdS
AV -0 AV sV)
>> divergencia = flux a traves d’'un volum infinitesimal

>> densitat volumetrica de flux
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: camps vectorials, operador divergencia

Relacidé fonts/flux:
-sidivA#0: EXISTEIX ALGUNA FONT / HI HA FLUX NET

- sidiv A =0: NO EXISTEIX CAP FONT / NO HI HA FLUX
NET (camp solenoidal: no té fonts de divergencia)

Divergencia com a densitat volumetrica de flux

N b THE
SN g |

AN

'

Fuente (6 Carga+) Sumidero (6 Carga-)

Flujo saliente = positivo flujo entrante = negativo Flujo nulo
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

ROTACIONAL

(L]
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’E

1.0 Calcul vectorial: teoremes

TEOREMA DE CIRCULACIO O DE STOKES

= Laintegral de superficie del rotor d’'una
funcio (flux del rotor) és igual a la integral
de linia d’aqueixa funcio al llarg del
perimetre L de la superficie S.

j(ﬁxA).ds*: §A-df
S

L(S
( )ﬁ punts extrems L(S) }
S




TEMA 1- INTROD! La superficie de integracio

pot ser qualsevol, sempre que
1.0 Calcul vectorial: teoremes recolze en L. S

TEOREMA DE CIRCULACIO O DE STOKES
= Interpretacié geometrica:
- Integral de superficie: flux del rotor.
- Integral de linia: circulacio del camp i
I(?x A)-dS = {A-df L(S)
S L(S)
= Una altra definicio de rotor (punt ~ volum infinitesimal)):

S(L)

Wx 54 _lim L [AdP
AS—0 AS L1s)
>> rotor = circulacio a través d’un recorregut infinitesimal
>> densitat superficial de la circulacio
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

Els camps amb propietats concretes reben noms

especials
— Camps conservatius

— Camps solenoidals

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

CAMPS CONSERVATIUS

(L]
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CMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

Camp vectorial CONSERVATIU (o irrotacional)

Un camp és conservatiu quan el seu rotacional és zero:

VxA=0
(a) La circulacio del camp és independent del cami |

només depen del punt inicial i final (cami tancat = 0):
b
czjli- dF = f(b)- f(3) — § A-df =0

a
(b) Tot camp conservatiu es pot expressar com el gradient
d'un camp escalar (potencnal escalar)

=Vf — VxA=VxVf=0
(c) Els camps radials son CONSERVATIUS:

M. Carmen Martinez Tomas V X f (r) Ur — O 29




TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

CAMPS SOLENOIDALS

(L]
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

Camp vectorial SOLENOIDAL (o divergencia nul-la)
Un camp és solenoidal quan la seua divergencia es zero:
divA=V-A=0
(a) No existeixen fonts del camp ni embornals: les linies de
camp son tancades (poden tancar-se en l'infinit).

(b) Tot camp solenoidal (en I'espai euclidia R3), es pot

expressar com el rotor d'un altre camp vectorial:
A=VxB — V-(VxB)=0

(c) Per a un perimetre determinat L, la integral de

superficie del camp es independent de la superficie S:

j/X.dsT:jA.dsT' N §A-dr
S S L(S)
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

(L]
<

Les carregues puntuals es defineixen com una carrega
Q que ocupa un espai infinitament menut.

Aguesta definicio (i les equivalents) produeixen punts
singulars en les expressions dels camps.

La funcio delta de Dirac permet representar agqueixa
singularitat mitjancant una funcio que resulta molt util
per a mantenir el formalisme matematic.
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TEMA 1: INTRODUCCIO A L.

1.0 Calcul vectorial: integrals - teoremes

DELTA DE DIRAC

(L]

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

Funcio delta de Dirac
Es defineix a partir de les seues propietats:

0 si x=0

o(X)=1 si x=0

o(X)

|

T5(x) dx =1

No és una funcio en el sentit usual:

— Es el limit d’'una successié de
funcions dependents d’'un parametre. 5

— Exemple de successio: il

1 —X2/6‘2

o(X) = Iingoég(x) = |im

'
(S

M. Carmen Martinez Tomas
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TEMA 1: INTRODUCCIO A ’EM
1.0 Calcul vectorial: denominacions especials
Funci6 delta de Dirac 100 F (%)
Propietat:
j f(X)S(x—x,)dx = f(x,) \
S X X
Generalitzacio a 3D: o(r)=0(x)o(y)o(2)
0 si r#0 = _
5(F) = T [s(radv =1 ..
o SI r=0 =

=

| £(M)oF-T)dv = (i)

Resultats interessants:

6(;) = 47 5(F) v{%) =—47 5(T)

M. Carmen Martinez Tomas 35



TEMA 1: INTRODUCCIO A I’E

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

GIMNASTICA DE CALCUL, comproveu que:

Per a tota funci6 escalar f: VxVf =0

Per a tot camp vectorial: V. (q X A)= 0

Per a tot camp radial: Vx f(r)a
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TEMA 1: INTRODUCCIO A I’EM

1.0 Calcul vectorial: denominacions especials

Curs del MIT sobre camps electrics i magnetics amb
animacions

= http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/visualizations/g
uidedtour/GuidedTour.htm

Apunts de la Universitat de Sevilla sobre camps
electromagnetics

= http://laplace.us.es/campos/teoria/teoria.phpGeneral
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