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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.4. Distribucions de dipols magnétics .
M(r")
El vector imantacio 2]

Abordarem la representacio dels ~

materials magnetics de forma F

similar als electrics.

i

V

Simularem un material magnetic per un conjunt de dipols

magneétics dm (espires microscopiques).
Si ara suposem gue formen una distribucid
.. podem definir una densitat de moment di

continua...
polar magnetic

M(r’) i obtenir I'element dipolar com: dm =M (F')dV"
Aqueixa densitat de moment dipolar s'anomena
VECTOR MAGNETITZACIO o IMANTACIO.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El vector imantacio
La densitat de moment dipolar o

vector imantacio M: /
— és un vector r
— representa una densitat volumetrica y

de moment dipolar magnétic dm/dV'

— unitats: A-m?/m3 = A/m

Utilitat: representacio de la materia en general,

considerant els corrents microscopics i els
corresponents moments magnetics dipolars.

En el cas de materials magnetics, els moments dipolars
microscopics son importants i poden orientar-se.

M. Carmen Martinez Tomas 3



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Potencial d’'una distribucié de dipols
Suposem un cos descrit per la

seua densitat de dipols electrics:
M (")

El potencial creat per un dipol
elemental, fora de |'origen, sera:

dA(r) = Lo IMxR e
47 R ~ L, dMxR
Per a tot el conjunt del material: A(r): Ar R®
v
- - - M xR
Introduint el vector M: A(r ) _ [ o >;
47 R
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.4. Distribucions de dipols magnetics

CORRENTS EQUIVALENTS D’IMANTACIO
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Tema 6: DESENVOL. MUI M(™)

6.4. Distribucions de dipols magnétics

e

Potencial d’'una distribucio de dipols
Operant:

v ar R® o4 R
desenvolupant: -

desenvolupant: 1mj:v(
Vx(yd)=Vyxa+yVxa R VR
A:— IVX[ ]

AF)=[HoNix R avi= “OMxv(ijw
1

dV+“°jVX dv’

Ars R

Generalitzacio del :'UO j MX dS'+ Ho -"V'X dv'
t. divergéncia >> A S ) R Arg. R
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOILA A= A(T)
6.4. Distribucions de dipols magnétics 0=1
V-(axb)=b-(Vxa)-a-(Vxb) u: modul i
Potencial d’'una distribucié de dipols g:ﬁf;?ls
Demostracio de la primera integral perd constants
(generalitzacio del J‘@E dv — jl§-d§
t. divergencia): v Si)

Definim B = AxU , aleshores: _[V(Ax U)dV = j(‘xﬁ)-dSq
pero com que: [ S(V)
X A)—I— ALY x U)

|

V
Aleshores: g: _ V'( XU):U-

[a(vxA)av = [(dSxA)a (Axi)dS =(dS < A)d
Vv
i

'J(Wﬁ)dv :éﬁwj(dgxg) = J(* < AJdv =— j(Axds)

S(V)
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Potencial d’'una distribucié de dipols

Per tant
A(F) jgds + o J.dv

Expressm gue correspon aI calcul del potencial vector
creat per una distribucié de corrent superficial i una altra

de volum.
|dentificant, podem definir:
K. =M xifi J_ =V'xM

—

Finalment: A(T) = Ho j m §g* 4 Ao ij dv'
Az i R 4z g R
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Corrents equivalents d’'imantacio

Un cos amb un vector d'imantacid (imantat) es pot
representar per dues densitats de corrent:

- densitat superficial de corrent: K, =M xi

- densitat volumétrica de corrent:  J_ =V'xM

La suma dels corrents equivalents d’'imantacio es zero.
L'efecte de les densitats de corrent €s valid en punts
Interiors | exteriors.

K., 1J,, permeten calcular el potencial vector de forma
exacta, si suposem que el material ve descrit nomes per
la imantacid M (no és un terme del desenvolupament).
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Corrents equivalents d’'imantacio

Comprovacio de suma de corrents equivalents:
IKmdS'+Ijde'=jl\ﬁ xﬁdS'+j§'><M dV'=
S’ V' S’ V'

:jl\ﬁ xd§'+j—M xdS'=0
5 3
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Tema 6: DES]

6.4. Distribucions

EL POTE

ENVOL. MULTIPOLAR (A)

de dipols magnetics

NCIAL MAGNETIC ESCALAR
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El potencial escalar magnetic

El potencial vector magnetic A és complicat de calcular
perque és un vector. Seria convenient trobar un
potencial escalar magnetic, similar a I'electric, tal que:

B~V4,
En general, aco no és possible, ja que es planteja
una contradiccio: | Motius historics
— el rotor d’'un gradient €s sempre zero

~ la llei d’Ampere: VxB = 1,J

Ara be, en regions on J = 0, es complira que VxB=0
| podrem considerar que, per similitud amb E: B=—1,V@_
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Tema 6: D.

S

ANVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El potencial escalar magnetic

En el cas en que la divergencia de B siga zero, podem
calcular @, considerant que:

V-B=0
ﬁé — _luovz¢m

-~

-  —> V2¢m=O

-’

— el potencial escalar magnetic compleix I'eq. de Laplace;

— per tant, sempre que J = 0, podrem utilitzar els metodes
de resolucio habituals, com el de factoritzar la funcio.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El potencial escalar magnétic D’UN DIPOL MAGNETIC
En el cas d'un dipol electric, teniem que:

p-r = 3(p-F)F —r°p
¢ (r) T E( ) 5
472'80 472'50
En el cas d'un dipol magnetic, tenim gue:
- 3(m-F)F —r’m
B (F) =7 B(r) = *o 3 )5
A7 r
Com en I'exterior d’'un dipol magnétic VxB =0 (no hi ha
fonts), comparant equacions, 1 MF
podem dir que: Dy =

1 3
{No hi és 1, J’// dr ¥
[ Unitats: A- m2/ m2=A y




Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics
Vx(@xb)=a(V-b)-b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b
El potencial escalar magnétic D’UN DIPOL MAGNETIC
El camp magnetic, calculat a partir del potencial

vector: mXR
B, (F) =Vx A, (F)=Vx| 2027
dr R

El camp magnetic, calculat a partir del potencial

escalar: B
= - 1 m-R
Bm(r):—yov{ )

47 R®

Comprovem la compatibilitat entre ambdues
equacions.

M. Carmen Martinez Tomas



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El potencial escalar magnétic D’UN DIPOL MAGNETIC
COMPROVACIO: Vx(axb)=a(V-b)-b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b
A partir de A, (vegeu apartats anteriors):

@x(m;f]: " %-st_

(I J

=mM4z5(R)=0
A partir de ¢, :

(3D e
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Tema 6: DESENVOL. MULTTPOTLLAR

6.4. Distribucions de dipols magnétics | 7\ #lrlis

AN
| Mi | e tale
El potencial escalar magnetic ESPIRA  \ /) N\l

—

_ _ N \”:l C“
Per a una espira, considerant que Fig. 27.33, Tipler 5% Ed.

un corrent per una espira €s equivalent a una distribucio
superficial de corrents elementals...

T

Xy

Si cada espira elemental: dm = IdS
Aleshores podem calcular 1 ~dm-B
el potencial escalar com: = j =

P N - 4 Ar R’ Ar
— en funcio de I'angle solid Q 10

subtendit per I'espira en el d =—""
punt camp (R va des de Ar

I'espira cap al punt camp) B = |2(1—cos 0) .
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magneétics

Recordatori d’angle solid

Enelpla: a= | X = 2R _
P R U™ R
S AR?
En I'espai: Q= 2 Qo = R? .
(~ con) Qomiangies = 277(1—C0S 6) Y, /

Angle solid subtendit per una superficie
qualsevol des d'un punt O:

dS cos o dS Uy
do= =00 0o j :
R R
> R va des del punt O a la superficie
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo_s%C3%B3lido
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El potencial escalar magnetic MATERIAL MAGNETITZAT

Per a un vector d’imantacié M, considerant I'element

de moment dipolar i que el calcul es fa en punts externs
aV: 1 (dAR 1 (MR
| == [—~dV’

=l R 4 R

Operant.  V-(ya)=a Vy+y¥ a v(%} N v-(%}%vm
(+ teorema de la divergencia)

go= MRy oo L (VM gy, L (M4,
Ay R Ay R Ay R
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

El potencial escalar magnetic: carregues equivalents

Considerant que els termes soén similars al calcul del
potencial electric creat per distribucions de carrega

BV GIMET TN

Definim les seguents densitats equwalents de carrega
magnetica:

- densitat de carrega magneética de volum:  Pm =
— densitat de carrega magnetica de superficie:O, =

p ' 1 O [
| _ iy, | VAN ~dS
De tal manera que:  %n A J R 477\,/‘.
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Tema 6: D.
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S
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ANVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Corrents | carregues equivalents d'imantacio

En definitiva, un material imantat (amb una densitat
d'imantacio M), es pot representar:

> Bé per densitats de corrent equivalents:

M (") T
i v R
@2& ‘
r r
%

(r
<

y

>

—

K. ('

Valid per adins i
forade V! x./
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Tema 6: D.
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ANVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Corrents | carregues equivalents d'imantacio

En definitiva, un material imantat (amb una densitat
d'imantacio M), es pot representar:

> Bé per densitats de carrega magnetica equivalents:

> V=N B

P — <
P F r
2 >

P (FY— (")

Valid només per y
a FORAde V!
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Aplicacions del potencial escalar magnetic

El potencial escalar magnetic va ser presentat per
Gauss per descriure el camp magnetic terrestre.

Avui en dia s'utilitza aqueixa descripcio i es considera la
solucio en funcid dels harmonics esferics.

La solucio en harmonics esferics permet determinar el
camp magnetic terrestre en qualsevol punt de I'atmosfera
amb una gran precisio, aspecte necessari per al calcul de
I'Orbita en els satel-lits de comunicacions. Les diferents
agencies espacials utilitzen el potencial escalar magnetic.

M. Carmen Martinez Tomas 23



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.4. Distribucions de dipols magnetics

Aplicacions del potencial escalar magnetic

En concret, 'Agéncia Espacial Europea (ESA) en té
un document referent (vegeu carpeta RECURSOS)

Es tracta d'un document on vénen descrits diferents
estandards necessaris per a I'enginyeria de I'espai. En el
capitol 5 hi ha la part relativa al camp geomagnetic de la
Terra, incloent-hi el seu desenvolupament multipolar. Us
recomane vehementment que li feu una ullada; és molt
Interessant.
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