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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

Obtencio de I'equacio d’'ones

En una regio de l'espai sense carregues ni corrents
(p=0;J =0), les equacions de Maxwell son:

V.E=0 VxE=-PB
ot )

. L E

VB:O VXB:ﬂogo%

Constitueixen un conjunt d’equacions diferencials de
primer ordre acoblades.

Poden desacoblar-se si calculem el rotor del rotor.
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

Obtencio de I'equacio d’'ones

Perak: §X(§XE)=§(§E)—V2E
- OB O (= = O0%E

V % ——\VxBl=
( &} 6t( ) Hobo 5

Per a B: @x(@x I§):§(§I§)—V2I§

OE O (= = o°’B
Vx(ﬂogo at) ﬂoeoa(VXE)Z_,UoEo P
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

Obtencio de I'equacio d’'ones

Com que: V-E=0 V-B=0
Obtenim: = 0’E
enim VZE = Uy Eo atz
, o°B
V B —_ l[,logo atz

Hem desacoblat les equacions, pero el preu ‘pagat’ és
gue ara son de segon ordre.

Aqueixes equacions de segon ordre son equacions d’ones.
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

VELOCITAT DE LES ONES
ELECTROMAGNETIQUES
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

Funcio
escalar

Obtencio de I'equacio d’ones: velocitat de I'ona

Si recordem les equacions diferencials que descri
una ona escalar, en una i en tres dimensions:

0*f 1 °f B, 207 1 0°f
f(z) — 2T A f(ry — Vf_V2 2

En coordenades cartesianes, cada component dels camps
E i B compleix una equacié d’ones tridimensional:
2 2
O EX’y,Z V2R B 0B
PYE x,y.z — Ho&o ot?
Per comparacio, deduim que la velocitat y — 1
de 'ona de E i B: \ Ho Eo
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWEILL

Determinats a partir d’experiments }

8.4. Equacio d’ones >rermin: ar
eléctrics i magnétics

Obtencio de I'equacio d’'ones: e I'ona

= Els valors de ¢, ja eren coneguts; per tant, Maxwell va
trobar que la velocitat de les ones electromagnetiques és:

V= 1 —=2.99796x10°m/s =3x10°m/s

\VHo&o

= La velocitat de la llum és (exactament):
¢ =2.99792458x10°m/s

= Aquest resultat demostrava que la llum
era una ona electromagnetica V=C

http://www.clerkmaxwellfoundation.org/html/who_was_maxwell-.html
M. Carmen Martinez Tomas




Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

Significat de I'obtencio de I'equacio d'ones

Cal assenyalar que lI'obtenci6 de I'equacio d‘ones per
als camps electric i magnetic va ser un pas significatiu.

Abans de Maxwell existia llum, electricitat i magnetisme.

Els treballs d’'Oersted, Ampere | Faraday van lligar
I'electricitat i el magnetisme.

Finalment, Maxwell va UNIFICAR els tres fenomens.

Aci es veu el paper fonamental del terme introduit per
Maxwell (1ye, EIOt) sense el qual no s’obtindria
I'equacio d'ones.
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones

Significat de I'obtencio de I'equacio d'ones

Maxwell deia que “les uniques pertorbacions (electriques i
magnetiques) que es poden propagar aixi son transversals a
la direccio de propagacio i amb una velocitat de propagacio
que és igual a la velocitat de la llum en el medi (eter)”.

Hertz va demostrar I'existencia d’'ones electromagnetiques
generant-les (a baixa freqliencia) i fent experiencies de
transmissio, interferencia, difraccio...

La identificacio de la llum com a fenomen electromagnetic es
un dels fets cientifics mes importants del segle XIX.

El desenvolupament actual (radio, televisio, telefonia, fibra
optica...) €s consequencia d’aquest pas.
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Tema 8: EQUACIONS D]

8.4. Equacio d’ones

es

MAXWELL

Obres de Maxwell en la web

= CLERK MAXWELL FOUNDATION
http://www.clerkmaxwellfoundation.org/

= On Physical Lines of Force (1861)
http://en.wikisource.org/wiki/On_Physical_Lines_of Force#Part_|:_Th
e_Theory of Molecular_Vortices_applied_to_Magnetic_Phenomena

= Facsimil de: A treatise on Electricity and Magnetism (1873)
http://en.wikisource.org/wiki/Index:A_Treatise_on_Electricity_and_Ma
gnetism_-_Volume_1.djvu
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.4. Equacio d’ones
Espectre electromagnetic V=

Wavelength (m)
3><104m 3m 3><10—4m 3><10—8m 3><10—12m

—— — ——

Radlo waves Inﬁared g Ultrawolet Gamma rays
60 Lz Mlcrowaves (e.g., radar) | X-rays

(g currnt) mdlo B |8 @5 Ce]lular phon&s
102 104 106 108 100 1022 10% \016 1018 1020

Frequency (Hz)
A=T75x%10~"m 4.0x10""m
f=4x1014 7.5x1014

Visible light
http://physics.unl.edu/~cbinek/index.htm
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXW.

8.5. Ones electromagnetiques planes

ONES PLANES

S

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Obtencio formal de la solucio d’'ones planes
En coordenades cartesianes, 'equacio d’'ones per als
components dels camps es pot escriure com:

0°Y ,
vz\P—yogoatzzo (¥ =¥(F1))

on ¥ representa qualsevol dels components E, , ,; B, , ..

>> NOTA: aquesta descomposicio NO es pot fer en els
altres sistemes de coordenades.

Les ones planes son ones amb un front d'ona pla. Es a dir,
en un instant donat, els punts que estan en el mateix estat
d'oscil-lacio (mateix argument) sén plans.

M. Carmen Martinez Tomas 14



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Obtencio formal de la solucié d'ones planes

Per tant, les ones planes depenen de la distancia dels
plans a l'origen (&) i del temps.

Agueixa distancia ve donada per:
ur=¢

on u, és el vector unitari en la

direccid de propagacio.

& és la projeccio del vector r
sobre la direccio de propagacio.

I,

L’equagié U X+u,y+u,z=¢ es
I'equacio d’un pla en R3.

M. Carmen Martinez Tomas 15



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones planes: REPRESENTACIO

Una ona plana i la seua
representacio

http://www.rpi.edu/dept/phys/SclT/Infor
mationTransfer/waves/waves.html
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Obtencio formal de la solucio d’'ones planes
Pertant: Y =Y(r,t)=¥Y(&,1)
o°Y o°Y

852_'“050 ot =0

La solucié és:  W(&,t) = T(&—ct)+g(S+ct)
on C és la velocitat de I'ona (en altres casos posariem v).

Aguesta és la solucid general per a ones planes |
representa una superposicio d'ones que viatgen en sentit
positiu (& > 0) i en sentit negatiu (& < 0).

M. Carmen Martinez Tomas 17



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

< Retard en el que
8.5. Ones electromagnetiques planes arriba lona
Obtencio formal de la solucio d’'ones planes

Significat fisic de I'ona en sentit positiu: f = f (& —ct)

Exemples de funcions que poden ser ones (sentit positiu):
f = Acos(k(¢ —ct)) f =BeP

P =E c—ct f = Fe{ ©

La primera d’elles és una ona harmonica (oscil-lacio que
es manteé).

Les altres sOn pertorbacions que es propaguen, pero gue
no es mantenen.

M. Carmen Martinez Tomas 18



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Obtencio formal de la solucio d'ones planes _[5_“)2
Pols gaussia que es propaga: f=Fe'°
¢ 1
>
=0 &=ct

L'ona es desplaca cap a la dreta de tal forma que quan
esta en el punt £ és perqué ha tardat un temps £/c en
arribar.

M. Carmen Martinez Tomas 19



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Obtencio formal de la solucio d’'ones planes

Pols gaussia que es propaga: f =Fe ( J

G

©2002, Dan Eussell

L'ona es desplaca cap a la dreta de tal forma que quan
esta en el punt £ és perqué ha tardat un temps £/c en
arribar.

M. Carmen Martinez Tomas 20



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

ONES PLANES MONOCROMATIQUES

M. Carmen Martinez Tomas

21



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones planes monocromatiques

Qualsevol ona pot expressar-se com una combinacio
d'ones sinusoidals (harmoniques), cadascuna de les quals
amb una unica frequiencia (monocromatiques).

Es per aquesta rad que es fa I'estudi de les ones
harmoniques amb una unica freqlencia.

La funcid que descriu una ona plana monocromatica ve
donada per:

f = Acos(k(& —ct)) = Acos(k(U-r —ct)) =
= Acos(k -r —kct) = Acos(k - — at)
On hem introduit diferents constants.

M. Carmen Martinez Tomas 22



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones planes monocromatiques

El vector k és un vector en la direccié de propagacio i el
seu modul ve donat per la frequéncia espacial de I'ona:

2
K="
La fregliencia angular és w1 ve donada per:. w= T
La velocitat de 'ona es pot expressar com:
Ao
T K

Aguestes constants son propies de les ones planes
monocromatiques.

M. Carmen Martinez Tomas 23



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones planes monocromatiques, notacié complexa

L'expressio d’'una ona plana monocromatica amb
freqlencia w i vector d’'ones k, en un punt de posicio r,
en notacidé complexa, és: .

.I: _ Aej(k-r—a)t)

Si desenvolupen la part real i la imaginaria:
Al = Acos(K-F —at) + j Asin(K T — at)
Suposarem |'ona sinusoidal representada per la part real:

f =Re(Ae/*T)

M. Carmen Martinez Tomas 24



H MAXW]

Tema 8: EQUACIONS D]

8.5. Ones electromagnetiques planes

S

Ones planes monocromatiques: REPRESENTACIO

= Sies tracta d'una magnitud vectorial, cada component
tindra aqueix tipus de dependencia:

_ j(k-F—at). _ j(k-
Ac=HRy . A =Ry €
-

= Animacio
d’'una ona
plana en 3D

http://en.wikipedia.org/wiki/Plane_wave

r—aot). AZ _

Aoz ej(IZ-F—a)t)



Tema §:

FQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones planes monocromatiques

= Una ona vectorial
plana sinusoidal

en 3D

Ax _ Ab ej(lZf—a)t)
X )
Ay _ AOy pi(kT—ot) _ 0;

1 -. '- -I'. i
g

“. " T

o
LY #. i

L gl
-

'l,—h-_.n._.-.-_a.-_a.-_.-.-_.-_.-_ﬁ-;l.'ﬂ'*
! 1 ! -

e . il

-

e J (IZ T—ot) O http://en.wikipedia.org/wiki/Plane_wave
A=A, =
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones planes monocromatiques

Com que les ones planes varien
nomes en la direccid de propagacio,
sense manca de generalitat podem
girar els eixos per fer coincidir un
d’ells en la direccié de propagacio.

Suposarem, a partir d’ara, que la
direccid de propagacio és la z:

—_—

k- =Kk,z

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

ONES ELECTROMAGNETIQUES PLANES

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Equacio d'una ona electromagnetica plana
Les equacions d’ona per als camps fora de les fonts i en

el buit son:
— = — 2p
VZEzlzalzE VZlezaIZB v= 1 =3x10°m/s=c
Vv 812 Vv 51-. \,Uoé‘o

Les equacions d’'ona tenen moltes solucions, depenent
de les caracteristiques del medi de propagacio i si es
tracta de propagacio oberta o guiada.

La solucid més senzilla s’obté quan considerem ones
planes en el buit i en un medi obert (infinit). No obstant
aixo, cal fer alguna consideracid addicional.

M. Carmen Martinez Tomas 29



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Equacio d'una ona electromagnetica plana

MENTRE que... tota solucio de les equacions de Maxwell
(en el buit) ha de complir 'equaci6 d’ones...

... el contrari no és cert: no totes les ones compleixen les
equacions de Maxwell.

Les equacions de Maxwell imposen unes condicions que
no totes les ones poden complir. Veurem les condicions
Imposades a les ones electromagnetiques per:

— la divergencia (igual a zero),
— el rotacional (relacio entre components creuats).
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Equacio d’'una ona electromagnetica plana
Suposant que la direccio de propagacio és la direccio z,
expressarem la solucio dels camps en ones planes com:

E>(F>1t) — EOej(k.r_a)t) = (EOXUX T EOyUy T EOzl‘_jz )ej(kZ.Z_wt)

=EU,+EU +E,U,

Els components no poden ser qualsevol. Apliqguem les
equacions de Maxwell per trobar les relacions entre aquests.

L .~ 0B
( Oj, O) V-E=0 VXE:__at ~
VB=0 VXB=pujg0—

ot
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Equacio d’'una ona electromagnética plana: cond. divergencia

Com que només hi ha variacié amb una direccio (z), la
divergencia la podem expressar com:

- ok
(gz EJE ~0 2 =
0z 0z
- oB
07 Oz

Concloem que el component dels camps (E,, B,) en la
direccid de propagacio (z) no depéen d’aqueixa variable:

E, #E,(2) B, # B,(2)
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Equacio d’'una ona electromagnetica plana: cond. rotacional

En el rotacional, considerem tambée que només hi ha
dependencia amb la direccid de propagacio (z):

o) = OB o) = oE
i — |[xE=—-"Z U — |xB=us —
( j (zazj /Uoo@t

_ OE
62 — :uOgOuz o

ot

Concloem que el component dels camps en la direccid
de propagacio (z) no depen del temps: E_ = E_(t)

B,=B, () .

M. Carmen Martinez Tomas



Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5.

Ones electromagnetiques planes

Equacio d’'una ona electromagnetica plana: transversalitat

-

E =

Si el component dels camps en la direccio de propagacio
(z) no depén ni de l'espai (z) ni del temps (t ), ha de ser
constant: E, =constant; B, =constant
Com gque son constants, no son magnituds E
gue es propaguen i no s’inclouen en la BZ
solucio de I'equacio d’'ones. Per tant: z
Es a dir, les ones electromagnétiques son ONES
TRANSVERSALS a la direccio de propagacio.

Si z és la direccid de propagacio, el camps E i B homeés
tindran components x 1.

(EOXUX + Eoyuy )ej(kZ.Z_COt) B = (Boxl_jx + Boyﬁy )ej(kZ'Z“')t)
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Equacio d’'una ona electromagnetica plana: cond. rotacional

En el rotacional, obtenim que la Unica derivada diferent de
zero és respecte de la direccid de propagacio (z):

aB’ — kz Eoy = C()BOX

VxE =-— >
8’[ kz EOX — a)BOy

’ > kZ 1 -
De forma compacta s’expressa com: B, =—*(U, X E,
0,

Es a dir, els vectors E i B estan en fase, s6n mituament
perpendiculars i la relacio entre les seues amplituds

IS) és:
(reals) és B, :ﬁEo =EEO
0, C
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. K | | E 1B estan en fase
Tema 8 W:{‘CQLJIAX(:I()IQS D-j‘ MA (coincideixen els maxims}

8.5. Ones electromagnétiques planes els minims...)

Ones electromagnetiques planes
= SI, p. ex., E estroba en l'eix X, aleshores B es troba en l'eix Y.

—

E =E,l, el
0™~'x

é — 5 U ej(kz -Z—ot)
c 7 3 ]i Tﬂ,’l
= Les expressions reals: ' ') ' l el [
- Lo 2| . ,/, / / / Y alc |
E = E,0, cos(k, z—mt) A
- E .
B="°0,cos(k,'z—wt)

C

http://ocw.mit.edu/ans7870/8/8.02T/f04/visualizations/light/07-EBlight/07-EB_Light_320.html
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Tema §:

H MAXW]

SQUACIONS D

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones electromagnetiques planes

= Els camps electric i magnetic en una ona guarden entre ells
una relacidé concreta que es mante.

http://www.perdidos enlaweb.com

S

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones electromagnetiques planes
Podem generalitzar, reprenent el vector k com direccio de

ropagacio: = B AjKT-at)
propag E — |§O e
. ko = = KxE, iciw
5,- k(i xg) > BK B
0, w .
Les expressions reals: k
= _ £ o Z
E=E,cos(k-r—wt)
B = cos(k-r—wt)
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Tema 8: EQUACIONS DE MAXWELL

8.5. Ones electromagnetiques planes

Ones electromagnetiques planes

= Ona polaritzada linealment: quan la direccio d’oscil-lacio
és constant.

tf - _.i‘_-

SEELTNY Hlisp0
L st
R Rl

A . ' 1l++ A A A "i"*‘r L) ++"‘ *++
AN HH P41 NaliINg N ROLINHAL

1 t *+¥1|++1l’f‘1[* 111"** +"*-e‘¢ g *.{.‘F* #**‘* A

| i++1,+1‘111‘1l* 1.1-1'+ *‘\.‘:ﬁ*‘-?’ +++++++++++

! t } ¥ } A .

\i G et NG/ SR
“= B e i ”HH* N A B TSI
i*‘{- ! {‘*-- :'t *‘ L :1:%'_:{’__.};:':'

= Ona polaritzada circularment: quan la direccio d'oscil-lacio
descriu cercles. http://en.wikipedia.org/wiki/Plane_wave
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