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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.1. Introduccio

Plantejament

Sera similar al fet en el desenvolupament del potencial

electric. A(f) t jJ.(F

El potencial vector magnetic: A R
v

Prop de la densitat J, el potencial | el camp magnetic
depenen dels detalls fins del corrent | de la geometria.

) gy

A mesura que ens allunyem, els detalls perden
Importancia (exemple: medis materials).

Molt lluny (‘F‘ —> 00) |la densitat de corrent es veu com
si féra una espira menuda; el camp magnetic i el
potencial vector son els d'una espira puntual.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.1. Introduccio

Plantejament

Pretenem estudiar el
comportament a mitjanes | grans
distancies d’'una distribucid
arbitraria de corrent:

— en funcio d’elements simples |
puntuals;

— que donen compte de certs aspectes caracteristics
de la distribucio de corrent;

— que siguen facils de calcular.
Aqueixos elements — MULTIPOLS MAGNETICS

M. Carmen Martinez Tomas 4



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOL

6.1. Introduccio

Plantejament

: : Xx Y
Com obtindrem agueixos elements? Per al potencial
vector creat per una distribucio de corrents:

> suposarem la distribucio prop de l'origen (r = ~ 0).
> desenvoluparem en serie de Taylor el terme 1/ R
> obtindrem el potencial vector en potencies de r

Quines aplicacions té el desenvolupament multipolar del
potencial magnetic?

— representacio de medis materials
— representacio del camp magnetic de la terra (satel-lits)
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.1. Introduccio

APLICACIO dels multipols magneétics: estudi de la matéria

Objectiu general: a partir d'elements a escala microscopica,
descriure la materia a escala macroscopica. Especial
aplicacio en materials magnetics.

Metode: relacionant els termes del desenvolupament
gue se suposa que estan relacionats amb els aspectes
caracteristics de la distribucio de corrents...

... amb les caracteristiques microscopiques especifiques
de la materia (corrents microscopics que constitueixen
els materials).

Finalment: determinar el potencial vector que creen agueixos
elements a grans distancies i les seues caracteristiques.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.1. Introduccio

Plantejament
NOTA: En materials magneétics, I'orientacio i el sentit dels
corrents microscopics Ltotar = Loritat + L spin
son fonamentals | fr ot
depenen de les carac-
teristigues del material

L total

L orbital L spin

http://www.quantumdiaries.org/2011/09/17/angu
lar-momentum-in-quantum-mechanics/

Previ al desenvolupament, introduirem el concepte
de dipol magnetic, ja que apareixera com un dels
termes del desenvolupament.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

EL DIPOL MAGNETIC
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Tema 6: DESENVOL. MULTT]

6.2. El dipol magnetic

Definicio
Dipol magnetic finit = espira filiforme.
El concepte de dipol magnetic no es
tan intuitiu com I'electric (el nom deriva
de la semblanca en les equacions).
El nom té sentit si a un dipol magnetic, li assignem dos
pols: el pol nord a la zona d’'on ixen les linies de camp, el
pol sud a la zona per on entren les linies de camp.

Considerarem una espira (corrent filiforme tancat), de
forma arbitraria pero plana, amb superficie S’.

El potencial vector magnétic en  A(F) = ,uo | j
un punt r: 2
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

- amb
6.2. El dipol magnetic [Generalitzacié T. Stokes = —
Definicio A=YU
Demostrarem que: de x VY = if‘P dl 0=1
L(S) u: modul i
direccio
Partirem de: I(VX A)-dS = f A- C” arbitraris perd
L(S)/ constants

Vx A=V x Pl = (vqf)%umfy D VxA=(V¥)xa

j(q X'K‘) ds = (V‘P ><u dS /j/dS xVW.0 com que la direccio
5 - de u és arbitraria:

0@ V-0 [

L(S) L(S)

o S 7
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

An=1orfS dS’

Definicio
En el nostre cas, ho aplicarem a:
(R - =1
| Zdl'= | dsw'(j
L' R S'(L") R
Per tant: X

A(r)—'u;;lj dl' = ,u j‘deV(é\;j
)



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Definicio
En punts llunyans podem
suposar que la superficie S’ es
veu molt menuda, tal que:

— El terme R/R3 es pot considerar
constant:

A(T) “°|jds 53_“°| Ud@]xg
S' | \.S!

— Aixi, el potencial vector:  A(") = Ho | '[S'x

90,
Ne——

A

12
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Definicio
El moment dipolar magnetic d’un
dipol magnetic finit (espira finita) es
defineix com: m=1"S'
— €s un vector
- modulm=1-§’ Fig. 26.022 Tipler 52 ed.
— direccio: regla ma dreta, regla de Maxwell o cargol

Introduim el concepte de dipol magnetic puntual: :

— com una nova entitat, de caracter puntual i

— es caracteritza per: m= lim 1S’ =
S'—0

|'.S'=cte
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)
6.2. El dipol magnetic @( R
A(F) = =X1'| S —
Definicié T > RS]
Per tant, el potencial vector d’un
dipol magnetic és:

~ yomxﬁ
F) =
An(T) Ar R’

~ 1
— depén de r 2 A(F) = f(F)

— Aquesta expressio es una aproximacio per al dipol finit,
pero és exacta per al dipol puntual.

Es pot comprovar que: ﬁﬁ\n (r)=0
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Definicio
= EXEMPLES: Per a espires circulars o rectangulars:

m=1"§'=1'za’fi m=1'5'=I'abn P

"] a

Figura 26.2 Tipler 52 Ed.

= La direccio de m és la perpendicular al planol de I'espira n.

= El sentit ve donat per la regla de la ma dreta en relacio
amb el corrent electric |.
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Tema 6: D.

-
S
- .

ENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Caracteristiques del potencial d'un dipol m
= Dipol puntual en l'origen:

—

R=r

A ()=t

X
3

A 1
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Caracteristiques del potencial d’'un dipol m

Dipol puntual en l'origen:

—

R=r ~ Ly MxT
3

An(1) = A r

Dipol fora de l'origen:

M. Carmen Martinez Tomas

}
AN
AN
o A

S
l7!—>
-

17



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

CAMP MAGNETIC D’UN DIPOL
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A) P
R ./‘/

6.2. El dipol magnétic

Camp magnetic d’'un dipol m
El camp magnétic d’un dipol:

=M4z5(R)=0

— la funcio delta val zero en punts exteriors al dipol

— els altres dos termes son zero perqué m es constant

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A) L

6.2. El dipol magnétic =~ R=0(x=x)d,+(y—y)u, +(2-2)q,

Camp magnétic d’un dipol m 9 termes z 1
El terme que queda: m |
R 0 0 o\ R
— m)(
0

0z 1

()R -
per a o/ox:

m
* OX

=

2 em % %m |14
x oy Zasz?’ F/
y
. (3+R( 3/2)25(x x)j
R R

Completant els termes i reagrupant, s’arriba a:

B’(r) _ H

3(m-R)R - m(R-R)

A R®
Expressio formalment identica a la del camp electric
creat per un dipol electric.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Camp magneétic d’'un dipol m en coord. esferigues U
Si el dipol esta en l'origen:
S My 3(MF)F —m(F )
B(r) = 5 z
A7 r

Si el dipol esta al llarg de l'eix Z:
Mm=myU, F=rd, mM-r=myrcose

Camp magnetic:
= 1, 3(m, cos@)d, —m
B(F) = 3
A r
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Camp magnetic d’'un dipol m en coord. esferiques u, .
En funcié de les coordenades esfériques:  —U, % U

m = m,U,

M =m,(—cos @i +sindi,)

Camp magnetic:

~ 2m. cosé@ _ m.sin@ _
B(F): IUO O(;O eur 4+ IUO 0 : Hug X
A7 I Adr 1
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Caracteristiques del camp magnetic d’'un dipol m

SEMBLANCES del camp creat per un dipol a .
magnetic amb el cas electrostatic. _ Ue 4 U,

El camp B té component radial i polar:

= . My 2mycosé . u, mysing .z 1
B(r)= U + U
Depén de r3: 1

B(M) = 1(5)

Té simetria de revolucido amb I'eix en m.
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Tema 6;: DES]

6.2. El dipol magnétic

ENVOL. MULTIPOLAR (A)

Camp magneétic d’'un dipol m en coord. esferiques
= Graficament:

. 1y 3(mcos@)i —m
B(F) = 3
Ar r
= . My 2m,cos6 . u, m,Sing _
B(F) = +
") 4 re Y I ’

—

http://en.wikipedia.org/wiki/Dipole

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 6: D.

-
S
- .

ENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic

Camp magnetic d’un dipol m
= Diferéncia entre el camp d’un dipol finit i d’'un puntual:

Dipol magneétic finit Dipol magnétic puntual

http://en.wikipedia.org/wiki/Dipole
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.2. El dipol magnétic
Camp magneétic d’un dipol m
Diferencia entre el camp electric i magnetic d'un dipol

Dipol magnetic finit Dipol electric finit

 Ne L2 _ GooNe p2m
_ Ho 3(MF)F —r’m E(F) = 1 3(p r)i r’p
A r° 47, r

M. Carmen Martinez Tomas 26
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Tema 6: DES]

ENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

DESENVOLUPAMENT MULTIPOLAR

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Desenvolupament

Considerem una distribucio de
corrents volumetriques J.

El potencial vector:

Al lLlO j>I(FI) 1
A(Tr) = dVv
(r) 45 I R

Suposarem la distribucio prop de l'origen i el calcul del
potencial fora de la distribucid.

Desenvolupant en serie de Taylor: -
- vector r’ (punts font) menut (r ~0). L r'<<r
— vector r (punt camp) gran (r)

M. Carmen Martinez Tomas 28
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Desenvolupament:
Recordem que:

r=(F-T")-F-T")

A N
\ T T
| . (1+x)‘1’2:1—1x+3x2—5x3+...
! 2 8 16
X
Desenvolupant en serie de Taylor (nomeés QO(r’) i LO/(r’Z)):
-1/2
1 1(, 2F¥" r” 1 orr 13T -t
—=—|1- +— — : +...
R r r r ro r
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Desenvolupament

Introduint en I'expressio del
potencial:

M. Carmen Martinez Tomas 30



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOL

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial ve

, dg' dl’ dg’
Termes IV = pdvi= L dvi= = ol
1r terme = terme monopolar AD(F)=0
S’obté en traure r de la integral:
A‘l’()—“oj‘](r)dv 1§a'dr'=“@1
A r Arc r A r

— Recordem que un corrent distribuit en volum equival a
un conjunt de fils elementals tancats amb corrent oI’

— Com que és un recorregut tancat, la integral de d/’ és

Zero. ~) (=
El 1r terme (terme monopolar) queda: AV (r): 0

Interpretacio: no existeixen els monopols magnetics.
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Tema 6: DESENVOIL. MULTIPOL

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial ve«

Termes ~ 1 MxT
on terme = terme dipolar  |A®(F)= 40 3
Tor
S’obté en operar en la integral:
A®(r)= Ho j 7 (FdV'= 13jr rJ'(F)dv'
A . re Ty

Treballant el producte _ My L jﬁ(r 7)al'dl

escalar: 4z’ s p——
d| (—» —»-) %(Zdl_’-(r_l—;-)): | restant

)

=

'(F-

=
Ql

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 6: DESENVOL. MULT

6.3. Desenvolupament multipolar del poter
Termes

2n terme = terme dipolar

El primer parentesi es pot posar com:

(0 )+ P ) = (P (o)
—dr(r-r)+ Fd(Fe) =d(F (7))

—jaque enrealitat d’=dr’ i r es una constant (respecte
a coordenades amb ') amb diferencial zero.

— essent un diferencial exacte, la seua integral de linia

és zero: §d (F'(F'F))=0
3
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Tema 6: DESENVOL. MULT

6.3. Desenvolupament multipolar del poter

Termes dx(bxC)=(a-c)b—(a-b)c
2n terme = terme dipolar

El segon parentesi es pot posar com
un doble producte vectorial:

ﬁ

A" ()7 () = (F7) ol {7 )= 7 x (ol %)
d

— per tant, la integral: f(f-?')é]' |'=0— L fo F'xal'dl”
2

2, 2
1 = 1321 g
— com r actua com una =o_rx§5| r'xdl
constant: 2 o
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector
Termes

2n terme = terme dipolar  |A® (F)

_ Mo MxT
Ar 1’
L'expressio per al 2n terme del desenvolupament:

Expressio que permet introduir una = 1}:5] "Fixdl
definicio general de moment dipolar: Z

Amb la qual, I'expressio per al 2n  z(2) (F) _ My mxr
terme del potencial: Ar 13
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Tema 6: DESENVOL. MULT

6.3. Desenvolupament multipolar del poter
Termes

2n terme: moment dipolar d’'una espira:

A partir de la definicio de m, podem
obtenir I'expressio del moment dipolar
per a diferents tipus de corrents.

ol Ao o
mzzié] F'xd] =j5| zirxdl

Per a una espira elemental, amb om=7ol '1§F'xdr'
corrent ol: 22
L I A
Per a una espira finita, amb m :Ié] fr xdl
corrent | 2 c'
1

M. Carmen Martinez Tomas 2



Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Termes
2n terme: moment dipolar d’'una espira:
= Per a una espira finita, pero plana:

1

m=1""{rxdl"=1"$’
22 1
— ja que en circuits plans el producte: Zf'xdr'z dS . i, per

tant, la integral és I'area total:

1 circuit pla
Zirxdl :de =S dr.

- vector S direcci6é perpendicular, sentit regla ma dreta

C ‘i-nmﬁm-« —
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Tema 6: DESENVOL. MULT

6.3. Desenvolupament multipolar del poter

Termes
2n terme: moment dipolar d’'una densitat J:

Per a una densitat volumetrica J:
3'(r )dV’ Sl dr

§(51 jr xJ"(F')dV'
2.
Per a una denS|tat superficial K
*'(*')dS’zél'dI*'
§a1'*' jer( )dS'
C
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Tema 6: D.

Termes del desenvolupament

ESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

- R dq' _
J'(rdv'=p'v'dV'= " v'dV'
(r') p v

2n terme: moment dipolar d'una g en moviment:

Per a una carrega puntual amb velo-

Magnetic
moment

citat v, partint de I'expressio de m per

ad:

M = 1jr'x3'(r') dv' = 1jr'xdq'\7'
2. 2.

Podem definir un moment magnetic per

aq-

J'(F)dV’' =dqg'V'

1

m==q'(F'xv')

2

M. Carmen Martinez Tomas
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39



Tema 6: DESENVOL. MULT

6.3. Desenvolupament multipolar del poter

Termes del desenvolupament

2n terme = terme dipolar (RESUM)

Independentment de quin siga
'origen de m, el 2n terme del X/

desenvolupament: A(Z)(F)z Uy MXT

Ar 1’

El 2n terme representa el potencial que produiria un dipol
magnetic de valor m situat en I'origen de coordenades.
Depén de 1/r2. Com que el 1r terme és zero, és dominant.

Una distribucio de corrents (o una espira, 0 una q amb
V....) es comporta a grans distancies com un dipol
magnetic m en l'origen de coordenades.
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Tema 6: DESENVOL. MULTT

6.3. Desenvolupament multipolar del potenc

Termes
3r terme = terme quadrupolar

O termes

S’obté en operar en la integral;

0y Mo L1 e R
A9 ()= ;0 2V(( )2 —r?r?) 3 (F)dV' =

Es dificil de calcular i no el considerarem en aquest curs.
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Termes
Recordatori de la nomenclatura x’:

3 XX _
AO(R) = 10 3TN (a0¢ X))~ ()76, ) 3 (r)av
Ar r° 53 2 ¢
X =X X :X 5“ :1
X, =Y X,=Y Oijinjy =0
X; =12 X,=12'

2\1/2

Delta de
Kronecker

r.|: (X|2+yl2+z|

1/2

. 12 12 12
= (X7 +X5+X5

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector
Significat del termes

En el potencial vector magnetic nomes considerarem un
terme (el primer és nul i el tercer, molt complicat).

Per tant, representarem una distribucio finita de corrents a

grans distancies per un dipol magnetic puntual m centrat
en l'origen.

Avantatge: hem trossejat el problema: 1r) Calcul del
moment dipolar m; 2n) Calcul del potencial magnetic creat
per m (només valid per a grans distancies).

—
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Tema 6: DESENVOL. MULT

6.3. Desenvolupament multipolar del poter

Efecte de l'origen de coordenades

Si una distribucio de corrents
esta descrita pel seu terme

dipolar: .
A(r)= A®(r)
Aquest terme és independent de lI'origen de coordenades:

— el moment dipolar és una caracteristica intrinseca de la
distribucié de corrents;

— |les caracteristiques intrinseques o propies no depenen
del sistema de coordenades.

En electrostatica: només quan terme monopolar era igual
a zero.
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Tema 6: DESENVOIL. MULTI

6.3. Desenvolupament multipolar del potenc

Efecte de l'origen de coordenades

Suposem translacio de l'origen de
coordenades: F'=r'+d_s

El terme dipolar, respecte de O:

I B T /
m—EerJ (FHdv'

~

Z

T

El terme dipolar, respecte de I'altre origen:

—~
—>

Podem veure que M=M | jaque: jj'(F') dv'=0
v

M. Carmen Martinez Tomas
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Tema 6: DESENVOL. MULTIPOLAR (A)

6.3. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Calcul del camp magnetic
Calculant el rotor del potencial vector:

B=Vx Azﬁx(ﬁ\m + AP 1 A® +...):

| —BY+B®@ LBO® 4 .
Primer terme;

BY =VxA® =Vx0=0
Segon terme (com en l'espira):
— —=\= 2 —
@) _ o 5@ _ Mo 3(MF)F —r’m
Ar r°
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