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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.1. Introduccid

Plantejament
Potencial d’'una p finita (V’):

. 1 r ,

H(F) = [£ (™) gv

Argy

Prop de la densitat, el potencial i el camp electric
depenen dels detalls fins de la carrega i la geometria.

A mesura gque ens allunyem, els detalls perden
Importancia (exemple: medis materials).

Molt lluny (|F| — o) només es veu la carrega, el
potencial | el camp electric sén els d'una Q puntual.

Pero, i si Q = 07? (essent p # 0) Com es veu de lluny?
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.1. Introduccio

Plantejament p(r

Pretenem estudiar el comportament
a mitjanes i grans distancies d’'una
distribucid arbitraria de carrega:

— en funcio d’elements simples | /
puntuals; X

— que donen compte de certs aspectes caracteristics
de la distribucio de la carrega,;

— que siguen facils de calcular.

Aqueixos elements  — MULTIPOLS ELECTRICS
Semblant al centre de masses o0 el moment d'inercia.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.1. Introduccid

Plantejament

Com obtindrem agueixos elements? Per al potencial
creat per una distribucio de carregues:

> suposarem la distribucio prop de l'origen (r = ~ 0).
> desenvoluparem en serie de Taylor el terme 1/R
> obtindrem el potencial en potencies de r

Previ al desenvolupament, introduirem el concepte de
dipol electric, ja que apareixera com un dels termes
del desenvolupament.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.1. Introduccid

Aplicacio dels multipols electrics: estudi de la materia

Objectiu general: a partir d'elements a escala
microscopica, descriure la materia a escala
macroscopica. Especial aplicacio en dielectrics.

Metode: relacionant els termes del desenvolupament
gue se suposa que estan relacionats amb els aspectes
caracteristics de la distribucio de carrega...

... amb les caracteristiques microscopiques especifiques

de la materia (molecules o ions lligats), que en general
€s neutra, pero que pot tenir un moment dipolar no nul.

Finalment: determinar el potencial gue creen aqueixos
elements a grans distancies i les seues caracteristiques.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp electric

EL DIPOL ELECTRIC
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Definicio
El dipol electric és una estructura singular, formada per:

Dues carregues puntuals P
— iguals i de signe oposat (q’,=-9’; 9’,= +q’) R
PR z 4 L,/
— separades una distancia d e
/’/ r ./. F_é
Si carregues prop de l'origen, en P: —q'(/ R

. g, q, g (1 1) dX—
F) = + = — e
M= e R T am, R, 4z, (Rl sz , 0 vq
‘/x 2
Per a punts llunyans r’; , r', <<r, desenvolupant...
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol eléctric, potencial i camp eléctric @+x)" =1-1x+3x2-2x+..
2 8 16

Definici6 . R= R =F-r, = x/(r_ r)-(F-1",)
Tenim: Ry=r-r, —
R =F—F, =r/—2r'2r1+\r§ P
\ r .
Desenvolupant per a punts llunyans (d<<r): 7z 4 Rl////

1 1 r-(-r T
= ~ ( 1 ] 2) r —d
R R, r

Per tant, el potencial en punts llunyans:

#(F) = 4r

g, I moment dipolar
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Dipol electric finit i dipol electric puntual

En funcio de la grandaria de d, el dipol és finit o puntual.
P

En un dipol finit la distancia d és finita
| el seu moment dipolar ve donat per:

p=q-d

El moment dipolar p:

— €s un vector
— modul p=q’d
— direccid: de -q cap a +q
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Dipol electric finit i dipol electric puntual

En funcio de la grandaria de d, el dipol és finit o puntual.

P
Un dipol puntual es defineix com un

dipol amb les dues carregues molt
properes, pero ... tals que el moment
dipolar electric no és zero.

Per tant, el dipol electric puntual té un

moment dipolar electric p donat per:

p= lim gq-d
p d—0 q
q'-d=cte
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Linies de

Caracteristiques del potencial d'un dipol puntual _
potencial

El potencial d’'un dipol puntual:

— ve donat exactament per: AT
v / TN linea de fuerza
¢(r) r i. A del campo E
) 47zg A
0 S\ #
— 1 / N W ¢ <0
- depénder 2 ¢(F)= (=) a
i . r . \ ) ~l / ‘,’L‘-mSup_erﬁcie_
— sOn cercles no concentrics | S| TN Eupotencial
tangencials |
Dipolo puntual
— té simetria de revolucio al nttp:/fhyperphysics.phy-
voltant del vector P com a eiXx astr.gsu.edu/hbase/electric/equipot.html
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ANVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp electric

CAMP ELECTRIC D’UN DIPOL
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Camp electric d’'un dipol puntual »
El camp electric s'obte derivant el potencial: _

E(f)=—?¢=—?( 'ng

En general, com que un dipol s'observa a grans
distancies, €s convenient treballar en c. esferiques.

PERO: el dipol el suposarem al llarg de I'eix Z: p= poﬁz
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric
Al llarg de }

Camp electric d'un dipol puntua leix Z

Dipol eléectric en I'gr en coord. esferiques:

P=p,U, =—p,sin@u, + p,cosOi.  * ]
F=ru, p-T=p,rcoso
El camp electric, operant: :
=~ . 3(p,cosQu. —p y
E(r): (pO )3r p
A, I X
= 1 2p,coso . 1 p,sinég .
E(r) = : 3 U + : 3 Yo

A7, r Amg, I
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Caracteristiques del camp eléctric d'un dipol p

El camp electric d'un dipol: Linies de
camp

. 1
- depénder 3 E(F)=f (=)
r

— té component radial i polar;

— té simetria de revolucio al
voltant del vector p com a eix.

http://en.wikipedia.org/wiki/Dipole Dipol electric puntual
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp electric

Caracteristiques del camp electric d’'un dipol

= Diferencia entre el camp d’un dipol finit i d'un de

puntual:
d—>0

q'-d=cte

Dipol electric finit Dipol electric puntual

http://en.wikipedia.org/wiki/Dipole
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.2. El dipol electric, potencial i camp eléctric

Potencial i camp d'un dipol electric puntual fora de l'origen
El dipol puntual, com a entitat individual, pot suposar-se

fora de l'origen. En aqueix cas: R=F —T" P
. 7 4 F_é .//

Potencial: D- R

o(r) = .

dre, R P r
Camp eléctric: f\
y
- . 3(p-R)R-R?p
E(F) = (P-R) P y

dre, R®
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Desenvolupament
Distribucio arbitraria i finita de
carrega.
El potencial que creaen puntsr:

o =——[2av

A7,

p(r')

Suposarem la distribucio prop de l'origen i el calcul
del potencial fora de la distribucio.

Desenvolupant en serie de Taylor:
— vector r’ (punts font) menut (r" ~ 0).

. r'<<r
— vector r (punt camp) gran (r)
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

p(r')

Desenvolupament
= Recordem que:

R=R=r-r'= (F-1)(-T)
2F T r? _/
=r\/1— —+— 4§
r r 1.3, 5
\ ' ' +x) "=l x+ox2 = =X +...
2 8 16

= Desenvolupant en serie de Taylor (homés O(r’) i O(r?)):
1 1( 2F F r'zj”z 1 PP 13(FF)2—rir?
1-——+
r

_Rr

3 5

I I I
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

p(r')

Desenvolupament

= Introduint en I'expressio del
potencial'

o) = 2 o %

L pef LI
7€, 2 r

V'
= El desenvcil/ugzn/t& %\a lloc %érie de termes:

#(F) = O (F) + 4 (F) + (F) +...

N/
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes Q.
1r terme = terme monopolar ¢% (F) =
Are, ¥
S’obté en traure r de la integral:
. Qr
() = j p(F)dV’=
47&90 . Are ¥

On Q; és la carrega total de la distribucié: Q = _[,O(F') av
J,

El 1r terme representa el potencial que produiria una
carrega puntual Q; situada en l'origen. Depén de 1/r.

Q: s'anomena moment electric d’ordre zero 0 monopolar
| €S un escalar.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes

| @ ey PT
2n terme = terme dipolar ¢ () =
' A, I

3

S’obté en operar en la integral:

—

q 1 r ¢, . p-r
E(F) = I p(F)dV'=
() A7e, - \-,[ () A, I

3

On hem definit el moment I '
dipolar de la distribucié: p= \-,[.r p(r)av

El 2n terme representa el potencial que produiria un dipol
de valor p en l'origen de coordenades. Depén de 1/r2.

P s'anomena moment electric d’ordre u 0 moment
dipolar i és un vector.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes
3n terme = terme quadrupolar 9 termes

S’obté en operar en la integral:
1 11

P00 = G g BT o)V =
72'6'0 wne, una integral }
3 XIX 21 1
= 2y (@06 -6, o =
0 )=l V'
3 (Tensor de 2n ordre }
¢(3)(r) _ Z X. Q” __amb 9 components

87&90 =
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes
On hem definit el MOMENT QUADRUPOLAR de la

distribucio com: , _
Q, = J(80¢, %)= ('), Jo(r)av

Essent:
X, = X X;=X 0. =1
X, =Y X,=Y Oijinjy =0
Xy = Z Xy=17
r'= (x'2+y'2+z'2 V2= Delta de
1/2 Kronecker

. 12 12 12
= (X7 +X5+X5
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Tema 3: D.

-
S
- .

ANVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

Termes

PROPIETATS del tensor quadrupolar.

La suma dels elements de la diagonal és zero (nomes 2
Independents):

Qx,x +Qy,y +Qz,z =0

Es un tensor simétric
(nomeés 3 independents):

Qi,j :Qj,i

En definitiva: nomeés 5 components independents

1+ ))
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes
Per tant, el 3r terme = terme quadrupolar:

¢(3)(F): . ];iXinQij

On Q;; €s el moment quadrupolar:
Q; = [ B¢, x')) = (r)?8; Jo(F)av'
v
El 3r terme representa el potencial que produiria un gua-

drupol Q;; en l'origen de coordenades. Depen de 1/r°.

Q;; Sanomena moment electric d’ordre dos o quadrupolar
| €s un tensor d’ordre 2.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Desenvolupament multipolar i notacio x;
Vegeu pag. 559 de:
Essential Mathematic Methods for Physicists

H. J. Weber, F. Harris,G. B. Arfken, Academic Press
(2003)

http://books.google.com/books?id=k046p9v-
ZCgC&pg=PA559&Ipg=PA559&dqg=electric+potential+expansion+
%22quadrupole+term%22&source=bl&ots=CaT5NkILz8&sig=0Tck8
S9uZdsV-
PtROKQYISNYHic&hl=es&ei=p92VTomzKerl4QSDotWtCA&sa=X&
oi=book_result&ct=result&resnum=5&sqi=2&ved=0CEEQ6AEwWBA
#v=onepage&qg=electric%20potential%20expansion%20%22quadr
upole%20term%?22&f=false
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes
Jerarquia dels tres primers termes: 3
Q p-F AP
O (¢ T 2 (7Y — ' (3) /= i, j=1
=—1— ¢7(r)= ) =
¢ (r) A, ¥ dre, 1’ (D) 87, r°
Ordre: (n=0) (n=1) (n=2)
1/rt 1/r? 1/r3

Termes superiors: ordre n = 3, 4, 5...
El corresponent potencial varia amb 1/r("*1),
Nom: 2" - polars (n = 3, 4, 5...) (octupol, hexapol...)
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes
= Es pot veure la jerarquia dels tres primers termes:

— +
+ | +@

® *— — + _ +
Monopole Dipole Quadrupole Octopole
(V~1/r) (V~ 1/r? (V~1/r) (V~ 1r?

Figure 3.27

Griffiths, D. J. Introduction to Electrodynamics. Prentice Hall.1989; Fig. 3.27 32 Ed.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Termes p(r')
Resum de moments multipolars:

Qr = | p(F)adV'

f)z_[F'p(F')dV' /

Q; = [(B(x %)= (r)26, Jo(F)dv'
v
Si dist. superficial o lineal: integrals de superficie o de linia.

Si la carrega total de la distribucio és zero, el moment dipolar
€s una caracteristica propia (independent de l'origen).
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic
Termes
Per a un conjunt de g PUNTUALS:

m=N

Q= qum

m=1
m=N

p=> F.q,
m=1

Q=S B¢, X, )-(r' )5 ), [ i-xy.2)

Si la carrega total del conjunt de carregues és zero, el
moment dipolar €s una caracteristica propia de com estan
distribuides les carregues puntuals (independent de l'origen).
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del potencial electrostatic

Importancia del desenvolupament del potencial
Interpretacio fisica sobre la base del principi de superposicio.

Se substitueix el problema de calcular el potencial creat per
una distribucio en una regio finita pel...

... creat per un conjunt d’elements puntuals (carrega puntual Q-,
dipol puntual p, quadrupol puntual Q;;, ...)

Les contribucions son de magnitud decreixent: es pot tallar de
forma raonable en un nombre menut de termes.
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Tema 3;: DES]

ANVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

CAMP ELECTRIC de la distribuci6 de g

= Derivant:

:_v¢ v(¢(1)_|_¢(2)_|_¢(3)_|_ )_

—EVLE@ LE® 4

= Els dos primers termes:

— camp d’'una carrega Q; E® — V¢(1)(r) —

en l'origen

-camp d'undipolp  E® =—V¢?(F)=

en l'origen

Qr

Arg, ¥

A7g, r
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

EFECTE de l'origen de coordenades

= Distribucio finita descrita pels o(F
seus multipols electrics:

p(F) =g (F)+ 9 (F) + ¢ () +... /

= El primer terme és un escalar: és invariant davant un
canvi de coordenades.

= Els altres termes, en principi, depenen de l'origen de
coordenades.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

EFECTE de 'origen en el potencial
Z

Si considerem una translacio
de l'origen: r'=r'+d s

El terme dipolar:
p=|Fp(F)dv
v
Es pot demostrar que:
ﬁ — I_j_l_ d06 .QT

Si la carrega total és zero, el moment dipolar no depéen
del sistema de referencia. Es invariant enfront d’'una

translacio.

X1
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

EFECTE de l'origen en el poten(:lal

Si la carrega NO és zero,
podem fer zero el moment
dipolar amb un desplacament:

RESUM, triant adequadament el sistema de coordenades,
podem obtenir una bona aproximacio del potencial:

Si la carrega total és zero, podem fer zero el moment
guadrupolar: el terme dipolar €s una bona aproximacio.

Si la carrega NO és zero, podem fer zero el moment
dipolar: el terme monopolar €s una bona aproximacio.
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

Representacio mitjancant carregues equivalents

Podem calcular una carrega positiva i una altra de
negativa que representen la distribucio de carrega com:

=[p.(Mdv' Qi =[p (F)dv:

lgualment, podem definir centres de carrega positiu i

negatiu com
[7p (rav: [Fp (v
qu+E =Y . Cd —F =V
[p.(e)av PG
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Tema 3: DESENVOL. MULTIPOLAR

3.3. Desenvolupament multipolar del camp electrostatic

Representacio mitjancant carregues equivalents

Si la carrega total és zero (Q;, = - Q+.), aleshores el
moment dipolar:

Es com si tinguérem les carregues Q+, i Q1. concentrades
en dos punts separats una distancia -1

Semblant a un dipol, encara que poden existir moments
multipolars superiors.
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