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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL
4.5. Méetode de separacid de variables /}mcié potencial }
Factoritzacio en coordenades cilindriqgues eq. Laplace

L'equacio de Laplace en c. cilindri

S s’expressa com:

Si factoritzem la funcio ¢ en la forma:
#(r,¢.2) =R(r)Q(9)Z(2)

L'equacio, ja en derivades totals i dividint per ¢

1 1d° 1 d°”Z
r Q d” =0
Q r? do’ "7 d z°
Dificultat: depen- '2
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace
El terme en Z és independent i ha de ser constant:

2 2
1d Z=a2 dZ—0522=O

Si a? = k2: z d22 de
Z(z)=ce™ +c,e* =C,coshkz+C,sinhkz
(perak=0: Z(z)=C,z+C,)

L'equacio quedara com:

2
1].d£rdR)+11(j?+k2:O

Rrdrl dr



Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

Multiplicant per r2:  r d ( de‘F 1 d°Q KPP =0

Rdrl dr Q dgo
=
El segon terme només depén de p:  f32
1 d*Q 2
=p 92, p0-0
Si % = -n?: Q dg do

(@) =be " +b,e" =B cosnp+B,sinng
(peran=0: ¢(p)=Bp+B,)
L’equacié quedara com: Li( dR]_anrkZ 2 _ g

r_
Rdr{ dr
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

Dividint per r 2| 1d( dR kz__z o0
multiplicant per R: rdar d r r
Desenvolupant el d°R 1dR n’
envo +=5 k2- " )R=0
pare,nteISL.. dr? rdr .
.. s'arriba a
I'equacio de Bessel: 2
re dR+rd +(k?r2—n?)R=0
LEq. diferencial amb dr dr
coeficients NO constants

amb soluci6: R(r): Ai\]n(k r)+A2Yn(k I’)
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables

Equacio de Bessel: dy
d x2d’Y y+x +(x2—n2)y=0
dx>  dx
1.0 J, () (X — k r)
J () —=—m
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4.5. Metode de separacio de variables

Equacio de Bessel: de y+xd +(x2—n?)y=0
dx®  dx

(x=kr)
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4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

R(r)=A Ja(k r)+ Ay, (k r)
(perak=0,n=0: R(r)=Ar+A,)
(perak=0,n=0: R(r)=AlInr+A)

Solucio:

@ amb les tres variables:
#(r.0.2)=R(r) Q) Z(2) =[A 3. (kr)+ A, (kr)]

- (B,cosng+ B, sinng) -(C, coshkz+C, sinh kz)
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Sempreque k#01n#0
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Tema 4: T]

HORIA D]
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CNCIAL

4.5. Metode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

La solucié meés general per a ¢ sera:

;W, ¢,2)= 3 R ) Q) Zp(2)
=2 [ A3tk r)+ Bryatkr)]

- (C,, cosyp + D, sin@yp) -(D, coshRe + D, sinhKr)

Sempreque k#01in#0
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Determinacio dels coeficients de la soluciod: ¢. de contorn

Part dels coeficients seran zero, depenent de si la
solucié ha de ser zero/finita/infinita en 'origen.

La resta de coeficients es determinen aplicant les
condicions de contorn.

Per aillar els coeficients, aplicarem condicions
d'ortogonalitat en l'interval d'interes.

Triarem aquella funcié que, en multiplicar la solucio
aplicada a una condicio de contorn, en integrar deixe
nomes UN dels termes del sumatori.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Condicio d’ortogonalitat de les funcions de Bessel:

diferent n

2

jr Jm(qmn /a)"']m((:]mn'r/a‘)dr — az(‘Jm+1(qmn'))2 5nn'

on (,,, son els zeros de la funcié de Bessel J..(X)

J+1(d,,,,) funcié de Bessel d’ordre m+1, avaluada en q,,
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Equacio de Bessel: POSICIO DELS ZEROS
Jn Funcions de Bessel de 1a classe (finites en I'origen)

3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715

7.0156 8.4172 9.7610 11.0647  12.3386

10.1735 11.6198 13.0152 14.3725  15.7002

13.3237 14.7960 16.2235 17.6160 18.9801
16.4706 17.9598 19.4094 20.8269 22.2178

http://mathworld.wolfram.com/Bessel
FunctionZeros.html




Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

Sin ok sén zero:
Sin=0: ¢(p) =B,y + B,
Sik = 0: Z(2)=Cz+C, i R(r)=A"+Ar"

Si ambdues son zero:

#(r.0,2)=R(r)Q(p)-Z(z)= (A, Inr+A,) (B +B,)-(C,z+C,)
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS

Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

2

Problemes amb simetria de translacid: el potencial
només depen de dues variables (r i ¢).

La funcié ® quedara com:  @(r,p,2) = R(F)Q((p)
2
L'equacio s’expressa com: Ei(r @j 4+ 10°¢ =0

De forma similar al cas 3D:

rd( dR) 1d20Q
2 [ T =0
—n2
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4.5. Métode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

Amb solucions particulars perar:

R(r)=Ar"+Ar™"

(peran=0: R(r)=A/nr+A))

Amb solucions particulars pera ¢ :

(@) =be " +be’” =B, cosnp+B,sinng
(peran=0: ¢(p)=B,p+B,)
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4.5. Metode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades cilindrigues de I'eq. Laplace

La solucié més general sery n=0, k:o}
o0

%cﬁ(w, z)=(AlInr+A,)+(Bg+B,)+

o0
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+é(C1rn +C,r")- (D, cosng+ D, sinng)
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