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4.5. Métode de separacio de variables

Introduccio

Nomes hi ha 2 metodes generals per a resoldre una
equacio diferencial en derivades parcials com es
I'equacio de Laplace.

Metodes

Integrals:

— Avantatge: generalitat
— Inconvenient: rarament integral analitica

Metode de separacio de variables
— Avantatge: equacions diferencials ordinaries
— Inconvenient. mancanca d’universalitat
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Introduccio

L'equacio de Laplace només és separable en 11
sistemes de coordenades diferents (Morse p. 655):

1. Rectangulars 7. Paraboliques
2. Cilindriques circulars (rotacionals)
g« el-liptiques 8. Esferoidals prolates
4.« o« paraboliques 9. Esferoidals oblates
5. Esfériques 10. El-lipsoidals

6. Coniques 11. Paraboloidals
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4.5. Métode de separacio de variables

COORDENADES RECTANGULARS
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4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace

El metode de separacio de variables consisteix a
factoritzar la funcio, de tal manera que cada factor és
una funcié que depén nomeés d’una variable:

L'equacio

#(X,y,2) = 1(x)-9(y)-h(z)

de Laplace

s’expressa com:

[ Derivades totals \

Substituint:

2 2 2
0¢,0¢, 59 _,
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace
Dividint per ¢ 1d%f 1d%g 1d°%h
per ¢ d’f, 1d%, 1d"h_
f dx gdy" hdz;

Cada terme depen només de X, Y 0 z; per tant, son
Independents. Els anomenem en la forma:

1d°f 1d° 1 d°h
> — az g — IBZ > = 7/2
f dx g dy h dz
Es compleix que: a’+p°+y° =0
Alguna/es han de ser negatives: —k?Z - kj +k?=0
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace
Expressant cada terme en funcio de les constants k:

2 2
1%:+kf=0 S U B P
X X
2
1d°0 e g - ?+k§9=0
g dy2 y dy
2
1d2h_k2:o - ?—kfh:O
h dz? az

Eq. diferencials amb
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables

NOTA: solucio d’eq. diferencials ordinaries amb coef. const.:

f'ypf+gf =0 = mP+pm+g=0 = m:—pi\/2p2—4q

Solucio : = f(x)=ae™ +a,e™

G—I—O{Zf@ = p=0; q=+a’; m=2 _24a2:ija
Solucid : = Cf(X)=ae " +a,e!”" >

G‘—azfa = p=0; g=-a°; mzi\/:?zia
Soluci6 : = Cf(x)=ae™™ +ae” >
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace
Per tant, les solucions particulars de les equacions son:
a’ =-k?

f(x)=ae " +ae™ =Acosk x+A sink x

h(z) =c,e ™’ +c,e* =C, coshk,z+C,sinhk,z
1 2 1 Z 2 Z

{ Sense | /
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace

Per tant, les solucions de I'equacio de Laplace es
poden expressar com:

#(x,y,2) = T (x)-g(y)-h(z) = (A cosk,x+ A, sink,X):
(B, cosk,y+B,sink,y)-(C,coshk,z+C,sinhk,z)

Les constants: K,k ,k,, A, A,B,B,,C,,C, es
determinen a partir de les condicions de contorn
(Dirichlet o Neumann) sobre les fronteres.
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4.5. Métode de separacio de variables

Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace

Com que es tracta de solucions harmoniques, perque
les condicions de contorn es puguen complir en tots
els casos, la solucio meés general s'expressara com:

kakykz d(X,Y,2) = kakykz (A cosk, x+ A, sink,X)-
(B, cosk, y + B, sink, y)-(C, coshk,z+C, sinh k, 2)
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace

Sialguna k és zero, la solucio és del tipus:
F(X)=Ax +A"
Si ho son les tres funcions:
#(X,y,2) = 1(x)-9(y)-h(z)
=(Ax+A)(By+B")(Cz+C')

Advertencia: s’ha de complir que a’ +,82 + 7/2 =0

- I'eleccio de quina constant és positiva o negativa és
arbitraria
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables a’+ ,B ‘=

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace

Si hi ha simetria de translacio (independencia amb z): el
potencial nomes depen de les altres dues variables (X, ).

La funcio ¢ quedara com: P(X, y)=1(x)-a(y)

L'equacio s’expressa com: 4 ¢ 4 ¢ =0
O X’ ﬁy
De forma similaralcas 3D: 1 d°f 1 d°g
~+ >~ =0
f dx° g dy
2
a’=—k;, p°=k; Ld'f jo_g 107G —k; =0
2 X
dx g dy*
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4.5. Métode de separacio de variables

CASOS PARTICULARS
Factoritzacio en coordenades cartesianes de I'eq. Laplace

Amb solucions particulars:

[ Sense | 1\

La solucio més general sera:

kaky d(X,Y) = kaky (A cosk x+ A sink, x)-
(B, coshk, y + B, sinhk,y)

M. Carmen Martinez Tomas

f(x)=ae " +ae’™ =Acosk x+A sink,x

g(y)=be™ +b,e™ =B coshk, y+B,sinhk, y
1 2 1 y 2 y
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Determinacio dels coeficients de la solucio: ¢. de contorn
Els coeficients es determinen analitzant les propietats de

simetria del problema i aplicant les condicions de contorn.
Recordem que: funcio parella: f (X) = f (—X)
funcié imparella T (X) =—"1(=X)

Part dels coeficients seran zero depenent de si la
solucid ha de ser parella/imparella.
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4.5. Métode de separacio de variables

Funcions trigonometriques

I ALATTN y.d
S \ | A

——— cosinus: funcio parella
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sinus: funcié imparella

http://laplace.us.es/wiki/index.php/Tabla_de_f%C3
%B3rmulas_de_trigonometr%C3%ADa
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4.5. Métode de separacio de variables

10

Funcions hiperboliques _——~__

sinfx) =—
cosh{x)
tanh{x} ——

cosh: funcio parella

-10 i

/\ sinh: funcié imparella

http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3
%B3n_hiperb%C3%B3lica

=10 -5
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Métode de separacio de variables

Determinacio dels coeficients de la soluciod: ¢. de contorn

La resta de coeficients es determinen aplicant les
condicions de contorn.

Per aillar els coeficients, aplicarem condicions
d'ortogonalitat en l'interval d'interés.

Triarem aguella funcié que, en multiplicar la solucid
aplicada a una condicio de contorn, en integrar deixe

nomeés UN dels termes del sumatori.
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables Interval d’ortogonalitat }

Funcions trigonometriques

= Condicions d’ortogonalitat, variable angular nm=0
21
.,Ub{,{\r/*-‘.\\ }/F“\\\S-er oy, ICOS(m ¢) COS(n ¢)d¢ — ﬂém’n
AR 0

I~
=
L

27
/EEEE EEEE NS \ jsin(m(p)sin(ngo)dgo:7r5m,n
0

|L.|"l

2
' sin(me) cos(np)de=0
N Jsnme)oostre
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Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL

4.5. Metode de separacio de variables Interval d’ortogonalitat }

Funcions trigonometriques
= Condicions d’ortogonalitat, variable espacial ~ K,,K,, #0

AN AN _a
;, NN j cos(k_x) (:os(knx)dx—zém,n
/ARTE 0
/o .
J / \ \ _ - 3
NN [sin(kgx)sin(k x)dx= S 6,
\ / ’f 7 " \ ' ;! 2
\ /| \
65 a
AN \. ! sin(k_x)cos(k_x)dx=0
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