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COORDENADES  CILÍNDRIQUES 
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 Si factoritzem la funció  en la forma: 

 L’equació de Laplace en c. cilíndriques s’expressa com: 
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 L’equació, ja en derivades totals i dividint per  : 
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Dificultat: depen-

dència en r i φ M. Carmen Martínez Tomás 

Funció potencial 

Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
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 El terme en Z és independent i ha de ser constant: 

Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
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 Si α2 = k2: 

 L’equació quedarà com: 
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 Multiplicant per r2: 

Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
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 El segon terme només depèn de φ: 
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 L’equació quedarà com: 
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Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  

 Desenvolupant el 

parèntesi... 
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Funcions de Bessel Funcions de Bessel 
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coeficients NO constants 

 ... s’arriba a 

l’equació de Bessel: 



Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL 
4.5. Mètode de separació de variables 
 

7 M. Carmen Martínez Tomás 

Equació de Bessel: 
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http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%

C3%B3n_de_Bessel 

Ordre 

Jn 

Funcions de Bessel 

de 1a classe  

(finites en l’origen) 
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Equació de Bessel: 
0)( 22
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Ordre 

Yn o Nn 

Funcions de Bessel 

de 2a classe 

(infinites en l’origen) 

http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%

C3%B3n_de_Bessel 

)( rkx
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Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  

  amb les tres variables: 

         ·)()·(·,, 21 rkYArkJAzZQrRzr nn  
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Sempre que k ≠ 0 i n ≠ 0 

))(:0,0( 43 ArArRnkaper 

 Solució:      rkYArkJArR nn 21 
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 La solució més general per a  serà: 

Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
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Sempre que k ≠ 0 i n ≠ 0 
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 Part dels coeficients seran zero, depenent de si la 

solució ha de ser zero/finita/infinita en l’origen. 

Determinació dels coeficients de la solució: c. de contorn 

 Per aïllar els coeficients, aplicarem condicions 

d’ortogonalitat en l’interval d'interès. 

 Triarem aquella funció que, en multiplicar la solució 

aplicada a una condició de contorn, en integrar deixe 

només UN dels termes del sumatori. 

 La resta de coeficients es determinen aplicant les 

condicions de contorn. 
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Condició d’ortogonalitat de les funcions de Bessel: 
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Mateix ordre mateix ordre 

Mateix ordre diferent n 

 on  qmn són els zeros de la funció de Bessel Jm(x) 

 Jm+1(qmn’) funció de Bessel d’ordre m+1, avaluada en qmn  
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Equació de Bessel: POSICIÓ DELS ZEROS 

http://mathworld.wolfram.com/Bessel

FunctionZeros.html 

Jn Funcions de Bessel de 1a classe (finites en l’origen) 

k J0(x) J1(x) J2(x) J3(x) J4(x) J5(x) 

1 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715 

2 5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 11.0647 12.3386 

3 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725 15.7002 

4 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235 17.6160 18.9801 

5 14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269 22.2178 

 

q02 q02 

q41 
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 Si n = 0: 
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 Si k = 0:                                           i 21)( CzCzZ    nn rArArR  21

21)( BB  

      ))·(·(ln)()·(·,, 212121 CzCBBArAzZQrRzr  

 Si ambdues són zero: 

Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
CASOS PARTICULARS 

Si n o k són zero: 
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Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
CASOS PARTICULARS 

 La funció Φ quedarà com: 

 Problemes amb simetria de translació: el potencial 

només depèn de dues variables (r i φ). 

 De forma similar al cas 3D: 

 L’equació s’expressa com: 
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Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
CASOS PARTICULARS 

  nn rArArR  21

 Amb solucions particulars per a r : 

  )ln:0( 21 ArArRnaper 

 Amb solucions particulars per a φ : 

  nBnBebeb jnjn sincos)( 2121  

))(:0( 43 BBnaper  



     




2121

0

ln,, BBArAzr
n



Tema 4: TEORIA DEL POTENCIAL 
4.5. Mètode de separació de variables 
 

17 M. Carmen Martínez Tomás 

Factorització en coordenades cilíndriques de l’eq. Laplace  
CASOS PARTICULARS 

 La solució més general serà: 
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