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Objectius:

Especifics:

1. Determinar I'error del resulta} d'un calcul a partir de I'error de les dades de les
guals partim (PROPAGACIO D'ERRORYS).

2. Inferir informacié sobre poblacions a partir d'una porcié de les mateixes
(INTRODUCCIO A L'ESTADISTICA).

1. Aprendre a obtenir mides de centralitzacié i dispersié en una distribucid
estadistica.

2. Estudiar casos tipics de distribucions estadistiques de probabilitats.

3. Fer estimacions sobre una poblaci6 a partir d'una mostra.

4. Obtenir una recta que tinga la menor desviacié possible d'un conjunt de
punts.

5. Estimar si un conjunt de mostres pertanyen a la mateixa poblacid.

3. Obtenir aproximacions discretes a la soluci6 de diferents problemes
(INTRODUCCIO AL CALCUL NUMERICQ).

1. Interpolar el valor d'una funcié polindmica desconeguda que passe per
un conjunt de punts.

2. Aproximar la integracié d'una funcid, acotant I'error d'aproximacio.

3. Obtenir el valor futur d'una variable coneguent el seu valor inicial y la
dependencia de la seua derivada respecte del temps i la mateixa variable,
y'=f(t,y).

4. Aprendre a utilitzar un llenguatge de programacié o un paquet informatic, a
eleccié del professorat de cada grup de practiques.

Geneérics:

=

Aprendre a treballar en equip.

Aprendre a exposar publicament un treball.

3. Adquirir respecte pels companys que exposen un treball, atenent-los i ajudant-
los en cas necessari.

4. Aprendre a realitzar raonaments deductius per a demostrar un enunciat a partir
de determinades premisses.

5. Adquirir la capacitat de questionar la fiabilitat dels resultats obtinguts per

meétodes numeérics i estadistics.

N
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Metodologia:

Treball en classe en grups menuts debatint textos, demostrant enunciats i
resolent problemes, seguit de la seua exposicio publica.

Treball en equip fora de classe, elaborant treballs per a la seua presentacio al
professor.

Treball practic en aula d'informatica.

Avaluacio:

La qualificacid final sera la mitjana de la nota de teoria i la nota de practiques,
sempre que ambdues siguen igual o superior a 4 (sobre un maxim de 10).

Per a la nota de teoria puntuara fins a 8 punts I'avaluacio d'un examen final
individual escrit, i fins a 2 punts la realitzacio de treballs en equip, que solament
podran considerar-se en cas d'assistencia regular a classe (en cas contrari,
haurien de respondre's quiestions addicionals en I'examen final puntuables fins
als 2 punts restants). Es podra consultar aquesta Guia Didactica i un formulari
escrit a ma personalment en un maxim de 3 fulls sense problemes resolts (no
s'admeten fotocopies). A més, es prevaldra la participacio activa en classe
sumant una décima per cada exposicié publica d'un treball realitzat en classe.
La nota de practiques es determinara per I'avaluacio de les memories presentades
de les practiques realitzades i de I'avaluacié d'un examen practic individual en
ordinador, el qual puntuara entre el 40 i el 60% de la nota de practiques
(percentatge a determinar pel professorat de cada grup de practiques).

VNIVERSITATE DVALENCIN
OpenCourseWare

Matematiques II
Rafael Pla Lépez. Curs 2008-2009



Bibliografia:

Estadistica:

Canavos, G.C. (1987), Probabilidad y Estadistica. Aplicaciones y Métodos,
McGrawHill

Christensen, M.B. (1983), Estadistica paso a paso, Trilla, Mexico

Cuadras, C.M. (1986), Problemas de Probabilidad y Estadistica, Anaya,
Madrid

Dwnie, N.M., Heath, R.W. (1971), Métodos de Estadistica Aplicada, Ed.del
Castillo, Madrid

Dowdy, S., Wearden, S. (1991), Statistics for Research, Wiley & sons

Fz.de Troconiz, A. (1987), Probabilidades, Estadistica, Muestreo, Ed.Tébar
Flores, Madrid

Gmurman, V.E. (1974), Teoria y Problemas. Estadistica Matematica, Mir,
Moscu

Gutiérrez, S. (1976), Estadistica Aplicada, ed.facsimil, Valéncia

Gutiérrez Cabria, S., Probabilidades, Bioestadistica, Ed.Tebar Flores, Madrid
Haber, A., Runyon, R.P. (1973), Estadistica General, Fondo Educativo
Iberoamericano

Labrousse, C. (1968), Estadistica, Coleccion Univ.de Matematica Pura, Madrid
Martinez Salas, HJ. (1989), Métodos Matematicos, Ed.el autor, Valladolid
Mendenhall, W., Scheaffer, R.L., Wackely, D.D. (1986), Estadistica
Matematica con Aplicaciones, Grupo Editorial Iberoamérica

Milton, T. (1987), Estadistica para Biologia y Ciencias de la Salud,
InteramericanaMcGrawHill

Ortle, B. (1970), Estadistica Aplicada, LinusaWiley, Mexico

Quesada, V., Isidoro, A., Lopez, L.A. (1984), Curso y Ejercicios de
Estadistica, Alhambra Universidad

Sachs, I. (1978), Estadistica Aplicada, Labor, Barcelona

Spiegel, M.R. (1979), Estadistica, Schaum/McGrawHill, México

Spiegel, M.R. (1976), Probabilidad y estadistica, Schaum/McGrawHiill,
México

Williams, B. (1993), Biostatistic, Chapman & Hall

Calculo Numeric:

Aubanell, A., Benseny, A., Delshams, A. (1991), Eines basiques de Calcul
Numeric, Universitat Autonoma de Barcelona, Bellaterra

Aubanell, A., Benseny, A., Delshams, A. (1993), Utiles basicos de Calculo
Numeérico, Editorial Labor, Barcelona

Chapra, S.C., Canale, R.P. (1985), Métodos numéricos para ingenieros (con
aplicaciones en computadoras personales), McGrawHill, Mexico

Conte, S.D., Boor, C.de (1974), Analisis numérico elemental, McGrawHill,
México

Cordero, A., Hueso, J.L, Martinez, E., Torregrosa, J.M. (2006), Problemas
Resueltos de Métodos Numéricos, Thomson, Espafia

VNIVERSITATE D VALENCIA
OpenCourseWare

Matematiques II
Rafael Pla Lépez. Curs 2008-2009



Denidovich, B.P., Maron, I.A. (1988), Calculo Numérico Fundamental,
Paraninfo, Madrid

Douglas, J., Burden, R. (2004), Métodos Numéricos, Thomson, Espafia
Martinez Salas, J. (1989), Métodos Matematicos, Ed.el autor, Valladolid
Ralston, A. (1985), Introduccion al Andlisis Numeérico, Linusa, Mexico
Scheid, F. (1990), Analisis Numérico, McGrawHill, Mexico

Scheid, F. Constanzo, R.E.di (1991), Métodos Numéricos, McGrawHill

VNIVERSITATE DVALENCIN
OpenCourseWare s
Matematiques II

Rafael Pla Lépez. Curs 2008-2009



0. Determinar I'error del resultat d'un calcul a partir
de I'error de les dades de les quals partim
(PROPAGACIO D'ERRORS):

Activitat 0.1. Les dades experimentals amb les que treballem venen sempre donades
amb un cert error. Si a partir d'elles realitzem calculs, aquests errors es propaguen als
resultats. Aixi, si y=f(x), tindrem que Ay=f(x+Ax)-f(x). Tanmateix, si I'ordre de
magnitut de I'error és prou inferior a I'ordre de magnitud de les dades, podem estimar
l'error per la diferencial, prenent aixi Ay=f"' (x)-Ax .

Problema 0.1: si y=x?, estimar l'error de y en els seglient casos:

a) x=2+1.

b) x=2'0+0'1

c) x=2'00+0'01

En quins casos la diferencial donara una bona estimacio de I'error (expressant aquest
amb una Unica xifra significativa, o 2 si la primera és 1)?.

Activitat 0.2.
Exercici 0.1: tenint en compte que si z=f(x,y) aleshores dz = f,"-Ax + f/-Ay , obtenir
I'expressi6 aproximada de I'error de z si z=x+y, z=x-y, z=xly, z=x’, z=Vx .

Activitat 0.3.

Problema 0.2: suposem que una reaccio ve regida per la llei d'accio de mases
v=k-[A]-[B]? amb k=0'254+0'001. Si es mesuren les concentracions en equilibri
obtenint-se [A]=7'23£0'04 mols/I, [B]=9'58+0'12 mols/l, estimar I'error de la velocitat
de reacci6 en equilibri.
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1. Inferir informacio sobre poblacions a partir d'una
porcio de les mateixes (INTRODUCCIO A
L'ESTADISTICA):

Activitat 1.1: Debatir en grups menuts el segiient text, escollint previament un portaveu
de cada grup per exposar posteriorment les conclusions i en el seu cas les dubtes
suscitades:

En nombrosos problemes practics estem interessats en propietats blobals de
poblacions, més que en les propietats particulars de cadascun dels individus que les
composen. Aquestes propietats globals de les poblacions (i entenim per poblaci
qualsevol conjunt, els elements del qual son tractats de forma indiferenciada) son
I'objecte de I'Estadistica: des d'un punt de vista estadistic, allé que interessa no és quins
individus tenen una propietat determinada, siné quants la tenen.

Ara bé, normalment no tenim accés a les poblacions en el seu conjunt, sind solament
a porcions de les mateixes (a les quals anomenem mostres), i ens interessa poder inferir
propietats globals a partir de I'estudi d'aquestes porcions. Aguesta inferéncia és
I'objectiu central de I'Estadistica.

La inferéncia estadistica és fonamental per a la investigacio cientifica: habitualment,
es construeixen teories globals sobre poblacions, les quals es contrasten amb estudis
experimentals sobre mostres de les mateixes. Pero és important recalcar que la
inferencia estadistica solament permet arribar a estimacions, i no a afirmacions
concloents.

Per tot aix0, podriem dir que I'Estadistica, per la seua propia natura, és una ciéncia
"democratica" pel seu objecte (poblacions globals, que poden ser tant d'objectes
inanimats com de persones humanes) i "antidogmatica" pel seu métode, el qual exclou
certeses definitives.
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1.1. Aprendre a obtenir mides de centralitzacio i dispersio en una
distribucié estadistica:

Objectius:

1. Comprendre la nocid de distribucio estadistica i la seua no dependéncia de les
propietats especifics d'individus especifics.

2. Aprendre a comparar diferents distribucions estadistiques pel valor al voltant del
qual s'agrupen els seus valors.

3. Aprendre a comparar diferents distribucions estadistiques per la dispersio dels
seus valors.

4. Entendre en quina mesura varien les mesures de centralitzacio i dispersio d'una
distribucio estadistica al sumar, restar, multiplicar o dividir els seus valors per
una quantitat fixa.

5. Aprendre a calcular les mesures de centralitzacio i dispersié de manera que se
simplifiquen els calculs i s'eviten els errors de cancelacio.

6. Aprendre a normalitzar les distribucions estadistiques per tal de fer-les
comparables més enlla de les seues mesures de centralitzacio i dispersio.

Activitat 1.2. Una variable aleatoria (X) sobre un conjunt-poblacié U és qualsevol
variable que pot tenir distints valors (x) per als distints elements-individus de la
poblaci6. La distribucidn estadistica d'aquests valores no té en compte els individus
concrets per als que aquesta variable té cada valor, sino quants la tenen, al que
anomenem frequéncia f(x) d'aquest valor en la poblacié. Anomenarem parametre
poblacional a qualsevol quantitat que solament depenga de les frequencies. Dues
variables aleatories seran estadisticament equivalents quan tinguen la mateixa
distribucio de fregiencies.

Exercici 1.1: prendre una variable aleatoria sobre I'alumnat assistent a la classe, per
exemple el fet de portar o no portar ulleres, i realitzar un experiment senzil per tal de
comprovar que el nimero dels que porten ulleres és un parametre poblacional.

Activitat 1.3.
Exercici 1.2: representar graficament en diagrames de barres la distribucié estadistica
de les frequéncies del nimero de calcer i de I'edat en I'alumnat assistent a classe.

Activitat 1.4. Com a mesures de centralitat (valor al voltant del qual s'agrupen els
valors de la variable aleatoria) podem prendre:

La moda: aquell valor que tinga la maxima freqiencia en la poblacio.

La mediana: suposant que el conjunt de valors de la variable aleatoria esté ordenat, sera
un valor que tinga tants individus amb un valor inferior com amb un valor superior.

La mitjana pw(X): suposant que els valors de la variable aleatoria siguen numeros reals, i
que la grandaria (nimero d'individus n(U)) de la poblaci6 siga finit, ve donada per la
suma dels valors X; per a tots els individus i de la poblacio dividida per la seua
grandaria, W(X)=>; X;/ n(U) .

Teorema 1.1: >, f(x) =n(U) , wX) =3, x-f(x)/n(U).

Problema 1.1: calcular les diferents mesures de centralitzacio per a les distribucions
estadistiques de I'Activitat 1.3. Com podem utilitzar les freqtiencies per simplificar els
calculs?
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Activitat 1.5. Per justificar que el calcul de la mitjana és una operacio lineal, demostrar
els seglient teoremes:

Teorema 1.2: si tenim dues variables aleatories X, Y amb valors numerics reals sobre la
mateixa poblacio U, w(X+Y)=u(X)+u(Y) .

Teorema 1.3: si tenim una variable aleatoria sumable X y un numero real constant c,
e X)=c W(X) .

Activitat 1.6. A partir de la linealitat del calcul de la mitjana expressada als dos
teoremes anteriors, i tenint en compte que la mitjana d'una constant és igual a la mateixa
constant, demostrar

Teorema 1.4: si tenim una variable aleatoria X amb valors numeérics reals i un nimero
real aeR, aleshores pW(X)=a+u(X-a) .

Teorema 1.5: si tenim una variable aleatoria X amb valors numeérics reals i dos numeros
reals a,ceR, i prenem Y=(X-a)/c, aleshores pw(X)=at+c-u(Y).

Els teoremes anteriors es poden utilitzar per a simplificar el calcul de la mitjana.
Aplicar-ho per a la resolucié del

Problema 1.2: midar la longitud de la propia ma amb una precisié de 0'5 cm i calcular la
mitjana del conjunt de I'alumnat assistent a classe.

Activitat 1.7. Com a mesures de dispersio (per expressar I'allunyament entre si dels
valors d'una variable aleatoria) podem prendre:

Els quartils primer i tercer: suposant que el conjunt de valors de la variable aleatoria
esté ordenat, els quartils seran tres valors que dividisquen al conjunto de valors en
quatre subconjunts de valors que corresponguen al mateix numero d'individus;
observem que el segon quartil coincidira amb la mediana. Si tenim definida una
distancia en el conjunt de valors, podem mesurar la dispersié com la distancia entre el
primer i el tercer quartil.

La amplitut: suposant que els valors estiguen ordenats i tinguem definida una distancia
entre ells, sera la distancia entre els valors minim i maximo en la poblacié.

La desviacio mitjana: suposant que els valores de la variable aleatoria siguen nimeros
reals i que la grandaria de la poblacio siga finita, sera la mitjana del valor absolut de las
diferéncias entre el seu valor per a cada individu 1 la mitjana d'aquests valors, p(|X-
w(X

La varianca o*(X): suposant que els valors de la variable aleatoria siguen nimeros reals
i que la grandaria de la poblacio siga finita, sera la mitjana del quadrat de les diferéncies
entre el seu valor per a cada individu i la mitjana d'aquests valors, 6*(X)=p((X-u(X))?).
La desviacio tipica o(X): es l'arrel quadrada de la varianga.

Demostrar el

Teorema 1.6: 6*(X)=p(X?)-w(X)? (la variancga és igual a la mitjana dels quadrats menys
el quadrat de la mitjana).

Aquest teorema proporciona una forma més comoda de calcular la varianca.

Problema 1.3: calcular les diferents mesures de dispersié per a les distribucions
estadistiques de I'Activitat 1.3.

Problema 1.4: calcular la varianca d'aquest conjunt de valors: (1000000'1, 10000002,
10000002, 1000000'3).

Activitat 1.8. Com haurem vist a I'intentar resoldre el Problema 1.4, si la mitjana d'una
distribucio estadistica és molt més gran que la seua amplitut, aleshores la mitjana del
quadrat i el quadrat de la mitjana tindran moltes xifres significatives coincidents, que
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poden fins i tot superar la precisid dels nostres instruments de calculs; en aquest cas,
obtindriem erroniament zero com la seua diferéncia, produint-se aixi un “error de
cancelacio”. Per tal de poder evitar-ho utilitzant les propietats de la varianca, demostrar
el

Teorema 1.7: si tenim una variable

aleatoria X amb valors numerics reals

i un numero real aeR, i prenem Y=X-

a, aleshores 6%(Y)=c*(X) , és a dir, la ; X
varianga és invariant davant
traslacions, com es pot entendre facilment observant la figura adjunta.

Per tant, podrem evitar I'error de cancelacio restant a tots els valors una quantidad fixa
proxima al seu valor minim. Aplicar-ho a la resolucio6 del Problema 1.4.

3

Activitat 1.9. Demostrar el

Teorema 1.8: si tenim una variable aleatoria X amb valors numeérics reals i dos numeros
reals a,ceR", i prenem Y=(X-a)/c, aleshores o(X)=c-o(Y) .

Aplicar-ho per simplificar la resolucio del

Problema 1.5: calcular la varianca de la distribuci¢ estadistica del Problema 1.2.

Activitat 1.10. Per comparar la forma de distribucions estadistiques amd diferents
mitjanes i variances podem transformar-les en altres distribucions estadistiques amb
mitjanes i variances coincidents. Anomenarem aixi normalitzacié de una variable
aleatoria X al resultat de restar-li la seua mitjana i dividir la diferéncia per la seua
desviacio tipica, N(X)=(X-u(X))/o(X) . Demostrar el

Teorema 1.9: uy(N(X))=0 i o(N(X))=1.

Exercici 1.3: Representar graficament en la mateixa figura la normalitzacio de les
distribucions estadistiques de I'Activitat 1.3.
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1.2. Estudiar casos tipics de distribucions estadistiques de probabilitats:
Objectius:

1. Treballar les distribucions estadistiques a partir de les frequiéncies relatives
(probabilitats).

2. Averiguar la distribuci6 probabilistica del namero d'ocurréncies d'un succés
entre un numero d'ocasions independents. (distribucié binomial).

3. Aproximar la distribucié probabilistica del nimero d'ocurréncies d'un succés rar
coneguent el nimero mitja d'ocurrencies entre un numero gran d'ocasions
independents (distribucié de Poisson).

4. Introduir la distribucié de densitat probabilistica d'una variable aleatoria que
varia de forma continua.

5. Estudiar la distribucio de densitat probabilistica de la mitjana d'un gran nimero
de variables aleatories equivalents independents (distribucion normal).

Activitat 1.11. Per a comparar distribucions estadistiques sobre diferents poblacions
hauriem d'utilitzar les corresponents frequéncies relatives o probabilitats, definides per
p(x)=f(xX)/n(V) .

Demostrar els seguents teoremes:

Teorema 1.10: Y 4 p(X) = 1 (anomenarem distribucié probabilistica a qualsevol
aplicacié p:V—R"+{0} que acomplisca aquesta propietat, essent V un conjunt
numerable de valors).

Teorema 1.11: w(X) =Y x X-p(x) (utilitzarem aquesta expressio per definir la mitjana de
qualsevol distribucio probabilisitica amb independencia de la grandaria finita o infinita
de la poblacid).

Exercici 1.4: representar graficament en diagrames de pastis les distribucions
probabilistiques de les variables aleatories de I'activitat 1.3.

Activitat 1.12. Si tenim un conjunt A de valors d'una variable aleatoria, la seua
probabilitat vindra definida per

p(A) =Y xea p(X) . Demostrar el

Teorema 1.12: Si A i B sén dos conjunts disjunts de valors d'una variable aleatoria,

P(A+B) = p(A) +p(B) .

Activitat 1.13. Direm que dues variables X, Y son independents si per a qualsevol
parell (X, y) de valors respectius de les mateixes s'acompleix p(x,y)=p(x)-p(y) .
Problema 1.6: estudiar si les variables aleatories de I'Activitat 1.3 s6n independents.

Activitat 1.14. Tenint en compte el
Teorema -1.1: el nimero de maneres en que podem escollir m elements entre n €s
n(n-1)(n-2)...(n-(m-1)) n!
n —
= = (combinacions de n sobre m)
m
m! m!(n-m)!
demostrar el
Teorema 1.13: Si que tenim n variables-ocasions independents amb un determinat
valor-succés amb la mateixa probabilitat p, la probabilitat de no ocurréncia de cada
succeés sera g=1-p i.la probabilitat de que el nimero d'ocurréncies del succes siga

exactament m sera
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PE(m) = (rrrll) p™ g™ (distribuci6 binomial B(p,n))

Per a demostrar-ho, estudiar primer la probabilitat d'una determinada série ordenada de
m ocurrencies i n-m no ocurrencies, i després el nimero de maneres d'ordenar m
ocurrencies i n-m no ocurrencies, tenint en compte que son indiferents les permutacions
entre si de les ocurréncies i les no ocurrencies.

Problema 1.7: calcular la probabilitat d'obtenir exactament 3 asos en 5 llangaments d'un
dau.

Activitat 1.15. Tenint en compte el

Teorema -1.2: (a+b)"= X (rrr]l) a™ b™™ (binomi de Newton)
m=0

demostrar el

n
Teorema 1.14: > P5(m) =1

m=0

Activitat 1.16. Tenint en compte el
Teorema -1.3: 0'=1, m!=m-(m-1)!
demostrar els

. —_— n . e .
Teorema 1.15: per a tot m=1...n, (m) m=n (m-l)
Teorema 1.16: w(B(p,n)) =np .

Activitat 1.17. Demostrar els
n-1
m-1

)

Teorema 1.17: per a tot m=2...n, m(r?]__]i) = )n_l)(r?]-ZZ) +(
Teorema 1.18: o(B(p,n))* = npq = np(1-p)

Activitat 1.18.
Problema 1.8: obtenir la mitjana i la desviacio tipica del nimero d'asos al llangar 30
vegades un dau.

Activitat 1.19. Si p és molt xicotet, per a obtenir una mitjana p apreciable d'ocurréncies
d'un succés necessitarem un numero n molt gran d'ocasions. Pero els factorials n!, i per
tant la distribucio binomial, sén dificils de calcular si n és gran. En aquest cas, haurem
d'utilitzar una aproximacio. A tal efecte, i tenint en compte que e = lim ,_,, (1+1/u), i
per tant

Teorema -1.4: lim,_, (1-w/n) =e*

demostrar el

Teorema 1.19: si p=w/n, P"(m)=lim,_,P?m) =e*-u™/m! (distribuci6 de Poisson
TI(1)).

La distribucié de Poisson és una bona aproximacio a la binomial si n>50, p<0'1 i
p=np<sS .

Activitat 1.20. Tenint en compte el

Teorema -1.5: e* = >, u"/m! (desenvolupament en serie de Taylor de I'exponencial)
m=0

demostrar els
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Teorema 1.20: > P'(m)=1

m=0
Teorema 1.21: u(If(p)) = pn
Teorema 1.22: o(IT(w))* = u

Activitat 1.21.

Problema 1.9: suposant que la probabilitat d'obtenir un preparat quimic per un
determinat procediment siga de 0'01, quin sera el nimero mitja d'éxits i la probabilitat
de tenir al menys un éxit en 200 probes? Obtenir el valor exacte per la distribucio
binomial i el valor aproximat per la distribuci6 de Poisson i comparar-los.

Activitat 1.22. Si tenim una variable aleatoria que varia de forma continua en R,
haurem de definir un conjunt d'intervals de la
mateixa per determinar les freqtiéncies o
probabilitats dels valors en cada interval, com
vam fer al Problema 1.2 amb la longitud de la ma.
Pero podem definir també una distribucio de
densitat probabilistica mitjancant una funcio
p:R—R"+{0} que acomplisca | p(x) dx=1.

En aquest cas, la probabilitat d'un interval [a,b[ vindra donada per

p([a,b]) = [’ p(x) dx

Naturalment, si fem una particié de R en un conjunt d'intervals disjunts, la suma de les
seues probabilitats valdra 1. A partir del

Teorema -1.6: per a tota funcié integrable f i tot interval [a,b[ de R, existeix &e[a,b[ tal
que

[ xp(x) dx = &[,° p(x) dx

demostrar

Teorema 1.23: si tenim una distribuci6 p de densitat probabilisitca, partim R en
intervals disjunts [z-g,z+¢[ prenent z com valor de l'interval, i definim la mitjana de la
distribucié de densitat probabilistica com el limit de la mitjana de la corresponent
distribuci6 probabilistica quan ¢ tendisca a zero, sera. W(X) = | Xx-p(x) dx .

Teorema 1.24: definint la varianca d'una distribucio6 p de densitat probabilistica com
H((X-p(X))?), sera

A(X) =] x*-p(x) dx - p(X)* .

Activitat 1.23. Definim la distribucié normal N(a.,) per P¥(x) = e"*»2P)/(3(27)?) per
atot xeR .

Tenint en compte el

Teorema -1.7: |, e"du=+n , |, ue™du=0 , [..”u%e"?du = (V)2

demostrar els

Teorema 1.25: [..” PN(x) dx = 1 (i per tant es tracta d'una distribuci6 de densitat
probabilistica)

Teorema 1.26: (N(a,p))=a

Teorema 1.27: o(N(a,p))=p

Escriurem per tant N(u,0) i PY(x) = e *2@%2)/(5(2m)"2) .

Activitat 1.24. Definim la distribucié normal tipificada com N(0,1), de manera que
PN(y) = e¥?2/(2m)*2 .
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Treballarem amb la tabla de la distribucién normal tipificada. A partir d'aquesta, podem
obtenir facilment els valors d'altra distribucié normal mitjancant la normalitzacio de la
seua variable x, de manera que y=(x-p)/c , i tenint en compte que PN(y)=c-P"(X) .
Problema 1.10. Utilitzant la tabla de la distribucid normal tipificada, obtenir la densitat
probabilistica d'una distribucié normal amb p=5, 6=2 per a x=7'4.

Activitat 1.25. La importancia de la distribucié normal per a I'estudi de I'Estadistica
resulta justificada pel segiient _
Teorema 1.28: si tenim una successi6 de variables aleatories independents X' amb la
mateixa mitjana i desviacio tipica, W(X')=p, o(X")=o, i definim Z" = ¥;.," X'/n,
aleshores la distribuci6 estadistica de lim ,_..,, N(Z") és la distribucié normal tipificada
N(0,1) (Teorema central del limite).

D'acord amb aquest teorema, la distribucié normal donara una bona aproximacio de la
mitjana d'un gran nimero de variables aleatories equivalents independents, i podrem
utilitzar-la quan treballem amb grans quantitats de dades. En particular, s'acompleix el
Teorema 1.29: lim ,_., PP®"(m) / PN e 1) = 1 (teorema de De Moivre: per a
cada valor de m, la successio de valors de n sera n=m, m+1, m+2...)

La distribucié normal és una bona aproximacié a la binomial si n-p>5in-g>5.
Problema 1.11: comparar les distribucions normal, binomial i de Poisson en els seguents
Casos:

a) Aplicar la distribucié normal per intentar aproximar la solucio6 del Problema 1.9.
Dona una bona aproximacio?

b) Suposant que la probabilitat d'obtenir un preparat quimic per un determinat
procediment siga de 0'5, quina sera la probabilitat de tenir Gnicament un fracas en 10
probes? Obtenir el valor exacte per la distribucié binomial i intentar aproximar-ho per
les distribucions normal i de Poisson. Quina dona una millor aproximacio?

Treball 1 (per a la seua realitzacié en equip):

Estudiar les condicions d'aproximacio de les distribucions normal y de Poisson a la
distribuci6 binomial, utilitzant diferents fonts bibiografiques (per exemple
http://www.gestiopolis.com/recursos/experto/catsexp/pagans/eco/44/distripoisson.htm
http://www.suagm.edu/paginas/japaricio/384/clase11.pdf
http://www.jstor.org/sici?sici=0003-
4851(196009)31%3A3%3C737%3ATPATTP%3E2.0.CO%3B2-Q&cookieSet=1
http://leonsotelo.blogspot.com/2007/06/aproximacion-normal-binomial-poissOn.html
http://www.mitecnologico.com/Main/AproximacionDeBinomialPorDePoisson )
Estudiar i comparar en particular el cas n=30, p=1/6. Obtenir una tabla de les tres
distribuciones (per a valors enters no negatius) i representar-les graficament en la
mateixa figura.
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1.3. Fer estimacions sobre una poblaci6 a partir d'una mostra:
Objectius:

1. Estudiar les propietats de les distribucions de les mostres d'una poblacio.

2. ldentificar els estadistics-parametres d'una mostra que millor permeten estimar
els parametres de la poblacio.

3. Construir intervals que continguen amb una certa probabilitat el valor d'un
parametre poblacional.

4. Determinar la probabilitat d'equivocar-nos al rebutjar una hipotesi a partir d'unes
dades experimentals.

5. Treballar amb les distribucions adequades segons les mostres utilitzades i els
parametres a estimar.

6. Contrastar hipotesis probabilistiques.

Activitat 1.26. Una mostra sense reemplacament és qualsevol subconjunt d'una
poblacio (un exemple tipic és una ma de cartes d'una baralla). Una mostra amb
reemplacament s'‘obté escollint successivament un determinat nimero d'elements de la
poblacio sense llevar-los de la mateixa, de manera que poden repetir-se (en exemple
tipic és el resultat de tirades successives d'un dau). Anomenarem estadistic a qualsevol
parametre poblacional restringit a una mostra. per a distingir-lo del corresponent
parametre sobre la poblacio, utilitzarem una nomenclatura diferent; aixi, designarem la
mitjana d'una variable aleatoria X en una mostra per X, i la seua desviacid tipica per
s(X).

Treballarem amb distribucions en 3 ambits: en la poblacid, en una mostra i en el conjunt
de totes les mostres. Naturalment, per poder fer estimacions sobre una poblacié a partir
d'una mostra necessitarem saber com es distribueixen els valors de I'estadistic
corresponent en el conjunt de totes les mostres de la poblacié d'un determinat tipus
(amb o sense reemplacament) i d'una determinada grandaria; a aquesta distribucio
I'anomenarem distribucié mostral. Les principals propietats d'aquesta es resumeixen en
la seglient tabla, on indiquem per n(U) la grandaria de la poblaci6 i per n la grandaria de
la mostra:

parametre distribucié mostral sense distribucié mostral amb
poblacional estadistic reemplacament reemplacament
Q S H(S), o(S) H(S), o(S)
w(X) X W(X) = u(X)
o(3)? = o(X)*(n(V)- o(3)? = o(X)%n
n)/(n-(n(U)-1))
6(X) s(X) H(s(X)?) = o(X)*n/(n-1)

o(s(X))* = o(X)*(2n) si n>100

Observem que si n(U)=co, aleshores la varianca de la distribucié mostral de mitjanes
amb i sense reemplacament son iguals. En la practica, podem utilitzar la formula de la
distribucio mostral amb reemplacament si la grandaria n(U) de la poblacio és molt més
gran que la grandaria n de la mostra. Si no diem el contrari, suposarem que aquest és el
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cas.
Problema 1.12: Obtenir la varianca de la distribucié mostral de mitjanes i la mitjana de
la distribucié mostral de variances amb mostres formades per la repeticié 3 vegades del
Ilancament de 5 daus anotant en cada Ilancament el nUmero d'asos obtinguts (suposant
que els daus no estan carregats). Dividir la classe en grups de 3 de manera que cada
membre faca un Ilancament de 5 daus, calculant en cada grup la mitjana i la varianca de
la mostra obtinguda. Calcular la varianga de les mitjanes i la mitjana de les variances
obtingudes per tota la classe i comparar-les amb els previs resultats teorics.

Activitat 1.27. Per a estimar correctament un parametre poblacional Q necessitarem un
estadistic S que siga un estimador inesbiaixat del mateix, de manera que w(S) = Q. En
cas que no ho siga pero conegam l'esbiaixament que es produeix, de manera que wW(S) =
f(€2), essent f una funci6 lineal, podem definir un estimador corregit 5= fXS) tal que w(
2)=Q.

Exercici 1.5: analitzar si la mitjana i la varianca s? sén o no estimadors inesbiaixats
dels corresponents parametres poblacionals u(X) i 6(X). En cas que algl no ho siga,
obtenir el corresponent estadistic corregit i comprovar que €s un estimador inesbiaixat.

Activitat 1.28. Si tenim dos estimadors
inesbiaixats S, i S,, direm que S, és més eficient
que S; si i solament si 6(S;)<o(S,).

Exercici 1.6: volem estimar la mitjana p d'una
” ) - — (1)
poblacid a partir de les mitjanes ol 33) Sy . S

31, ¥, de dues mostres de grandaria respectiva
ny, N, tals que n;<n,. Quin
estimador sera més eficient?
Demostrar-ho.

Activitat 1.29. Direm que
[Q1,Q,] es un interval de
confianga del 100a% per a un
parametre poblacional Q si la
probabilitat de que Q estiga dins
d'aquest interval €s igual a a. Per
determinar-ho necessitarem con¢ixer la distribucié mostral d'alguna funcié f(S,Q),
essent S I'estadistic d'una mostra que utilitzem per estimar Q. En general, buscarem en
aquesta distribucié mostral de densitat probabilistica dos "pics" de probabilitat p, de
manera que l'area entre els dos "pics" siga a, tal com s'indica en la figura adjunta.
Observem que, per tal com l'area baix de la corva és 1, s'ha d'acomplir 2p+a=1. Les
abcises corresponents a una determinada area s'anomenen coeficients critics. Cal
examinar amb cura la configuracid de la tabla de la distribucio i les grafiques que
I'acompanyen per determinar a quina area es refereix cada coeficient critic (part de
I'esquerra, interior, exterior...) i quins son per tant els coeficients tals que X,<f(S,Q)<x,,
ens dona un interval de confianga per a Q del 1000% .
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Hp=Ie Exercici 1.7: si les mostres son
grans (n>30) i el parametre poblacional és la mitjana poblacional, aleshores prenent la
normalitzacio de la mitjana de la mostra,

z = f(30,n) = (3{-p)/o( ), es distribuira aproximadament d'acord amb la distribucié
normal tipificada. Per obtenir I'interval de confiangca haurem de calcular primer la
mitjana i la desviacio tipica de la mostra, I, s; a continuacio calcular la desviacio tipica
corregida , utilitzar-la com estimador inesbiaxat de la desviacio6 tipica poblacional ¢, i a
partir del valor estimat d'aquesta obtenir la desviacio tipica de les mitjanes en la
distribucié mostral, (). Utilitzant la tabla de la distribucié normal tipificada (inversa)
per obtenir el coeficient critic z, tal que la probabilitat de |z|<z, siga a (recordem que la
distribucié normal tipificada és simétrica) podrem averiguar l'interval de confianga per a
p. Obtenir les formules corresponents.

Problema 1.13: aplicar-ho a lI'obtencié d'un interval de confianca del 80% per al niUmero
mitja d'asos resultants de llancar 30 vegades un dau a partir dels resultats experimentals
obtinguts per tots els alumnes de la classe (en un nimero no inferior a 30).

Activitat 1.30. Si per consideracions teoriques formulem la hipotesi d'un valor per a un
parametre poblacional Q, i a partir d'una mostra experimental obtenim un interval de
confianca del 100a% per a aquest parametre poblacional, si el valor teoric d'aquest esta
fora d'aquest interval, és a dir

f(S,Q)€[X,,X1,], poden haver dues explicacions: la primera és que la teoria i per tant la
hipotesi estiga equivocada; la segona és que la mostra siga "anomala”, de manera que
essent correcta la teoria el parametro poblacional Q estiga fora de I'interval de confianca
del 1000%: la probabilitat d'aixo és f=1-a. Direm aixi que la mostra ens permet rebutjar
la hipotesi amb un nivell de significacié de B (que sera per tant la probabilitat de que
s'equivoquem al rebutjar la hipotesi). Naturalment, solament podrem rebutjar hipotesis
amb nivells de significaci6 iguals o menors a 0'5, i quant menor siga el nivell de
significacio el rebuig de la hipotesi tindra més forca.

Problema 1.14: amb quin nivell de significacio podriem en el seu cas rebutjar la hipotesi
de que el dau del Problema 1.13 no esta carregat (és a dir, que totes les cares del dau
tenen la mateixa probabilitat de sortir)?

Activitat 1.31. Si les mostres son xicotetes, la seua distribuci6 no s'aproxima a la
normal. Pero si una variable aleatoria X té una distribucié normal en una poblaci6
infinita, la distribucié de I'estadistic

t = f(3,n) = (F-u(X))/o( ) de les mostres de grandaria n és Y, (t)=Y,(0)- (1+t/v) 2
amb v=n-1, que s'anomena distribucio t de "Student" amb v graus de llibertat. Yv(0)
s'escollis de manera que .. Y, (t)dt=1 .

Tenint en compte que e = lim . (1+1/u), demostrar el

Teorema 1.30: lim,_,., Y,(t) = PN®3(t) (és a dir, la distribucié t de "Student" s'aproxima
a la distribucio normal tipificada quan el nimero de graus de Ilibertat es fa molt gran);
quan valdra Y (0)?
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Activitat 1.32. Utilitzarem la tabla de la distribucio t de
"Student™ (inversa) per a determinar el coeficient critic
t,(v) corresponent a l'interval de confianga del 1000% de
la mitjana poblacional  a partir de la mitjana i la
desviacid tipica s(X) d'una mostra de grandaria n, amb
les formules obtingudes en I'Exercici 1.7.

Problema 1.15: obtenir un interval de confianca del 90%
per a la mitjana d'una variable aleatoria en una poblacié
infinita amb distribucié normal a partir de la mostra
(30223, 30221, 302'23, 302'22, 302'25).

Activitat 1.33.
Problema 1.16: formant grups de 3 a 5 estudiants, cada estudiant en cada grup haura de
Ilancar 30 vegades un dau i anotar el nUmero d'asos obtinguts; fer estimacions al voltant
de cada dau a partir de la mostra
donada pels resultats obtinguts per
cada grup.

Activitat 1.34. Si una variable
aleatoria X té una distribucio
normal en una poblaci6 infinita, la
dzls_trlbumo_de I'estazdlstlc i 1) X ()
v’ = 1(s,0) = n-s(X)*/o(X)* de les

mostres de grandaria n entre 0 i o és V,(3)=K, (}?)"??-e%? amb v=n-1, que s'anomena
distribucio Xi-quadrat amb v graus de llibertat. K, s'escollis de manera que

[ V,()?)=1. Utilitzarem la tabla de la distribucié Xi-quadrat (inversa) per a determinar
els coeficient critics ¥?,(Vv) corresponents a l'interval de confianga del 1000% de la
desviacio6 tipica poblacional ¢ a partir de la desviacio6 tipica s(X) d'una mostra de
grandaria n, de manera que x’,(v) < x* < x’1,(v) . Obtenir l'expressio per a l'interval de
confianga de la desviacio tipica poblacional 6(X). Observem que la desviaci6 tipica
corregida §(X) de la mostra ha d'estar necessariament dins d'aquest interval, per tal com
és un estimador inesbiaixat de la desviacié tipica poblacional.

Problema 1.17: obtenir un interval de confianca del 90% per a la desviacio tipica d'una
variable aleatoria en una poblacié infinita amb distribucié normal a partir de la mostra
(30223, 30221, 30223, 302'22, 302'25); comprovar que la desviacio tipica corregida de
la mostra esta dins d'aquest interval.

Activitat 1.35: Si tenim un conjunt de k successos mutuament excloents E; als que
suposem una probabilitat p(E;) per a i=1...k, en n ocasions la frequiéncia esperada de
cadascu d'ells sera respectivament e;=n-p(E;), corresponent a la mitjana obtinguda en el
Teorema 1.16. Si en una mostra d'aquestes n ocasions les frequencies observades sén
respectivament oi, essent n>30 1 acomplint-se €>5 per a tots els successos, aleshores
l'estadistic x* = Y= * (0;-€;)%/€; es distribuira aproximadament d'acord amb la distribucio
Xi-quadrat amb v=k-1 graus de llibertat. Si per a algun succes fora e;<5 hauriem
d'agregar successos fins aconseguir que s'acomplisca la condicio.

Podem utilitzar aquest estadistic
per estimar la concordancia entre
la hipotesi probabilistica i els
resultats experimentals obtinguts

VNIVERSITATE D VALENCIA
OpenCourseWare

Matematiques II
Rafael Pla Lépez. Curs 2008-2009


http://es.wikibooks.org/wiki/Tabla_distribuci%C3%B3n_t_de_Student%2C_inversa
http://es.wikibooks.org/wiki/Tabla_distribuci%C3%B3n_t_de_Student%2C_inversa
http://es.wikibooks.org/wiki/Tablas_estad%C3%ADsticas/Distribuci%C3%B3n_chi-cuadrado

en la mostra. Naturalment, quan menor siga y° hi haura una major concordancia: direm
que hi ha bona concordancia entre la mostra i la hipotesi probabilistica (i per

tant acceptem aquesta) amb un nivell de significacio de B si ¥*<y’s(v); pel contrari, si %
s(v)<y? podrem rebutjar la hipotesi probabilistica amb un nivell de significacio de 3 (que
sera de nou la probabilitat d'equivocar-nos al rebutjar-la, és a dir la probabilitat de que
la hipotesi siga correcta perd hagem trobat una mostra entre el 1008% de les mostres
més desviades de les freqiiéncies mitjanes esperades); finalment si y%(vV)<y*<y?.4(V)
direm que els resultats experimentals no son decisius amb aquest nivell de significacio
per a acceptar o rebutjar la hipotesi probabilistica. Observem que una hipotesi
probabilistica pot ser acceptada (o rebutjada) amb un nivell de significacio "feble" i els
resultats no ser decisius amb un nivell de significacié més fort. El que no pot passar és
que amb un nivell de significacié acceptem una hipotesi i amb altre nivell de
significacid la rebutgem. Naturalment, el nivell de significacié més feble que podem
utilitzar és el de B=0'5: si ¢*<y%s(v) tindrem tendéncia a acceptar la hipotesis amb un
nivell de significacié major o menor, i si ¥>>x%s(Vv) tindrem tendéncia a rebutjar-la.
Problema 1.18: contrastar la hipotesi de que un dau no esta carregat (que totes les cares
tenen la mateixa probabilitat de sortir) llancant-lo 30 vegades i anotant el nimero de
vegades que surt cada cara.

Treball 2 (per a la seua realitzacié en equip):

En 100000 tirades de 5 daus s'obté 10 repoquer, 300 poquers, 3342 trios, 16030 parelles
i 40198 simples asos. Es podria acusar que els daus estan trucats? Amb quin nivell de
significacid, en tal cas?
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1.4. Obtenir una recta que tinga la menor desviacié possible d'un conjunt
de punts:

Objectius:

1.

2.

3.
4.

Obtenir la recta que minimitze la suma de les desviacions quadratiques de les
ordenades d'un conjunt de punts.

Obtenir la recta que minimitze la suma de les desviacions quadratiques de les
abcises d'un conjunt de punts.

Valorar el grau d'ajust de la recta de regressio aI corresponent conjunt de punts.
Activitat 1.36. Si tenim un conjunt 20
de punts {X;, Y;}i=1...n, diremque |V 5’_3+hx
y=a+bx és la recta de regressio de
Y sobre X si i sols si 15t
Y " (Yi-(a+hX)))? és minim.
Tenint el compte el
Teorema -1.8: si una funcid ol
derivable f(x,y) té un minim en
(a,b), aleshores f,'(a,b)=0 i
fy/(ab)=0 sl
demostrar

Teorema 1.31: si y=a+bx és la
recta de regressio de Y sobre X, q . . . .
aleshores a+b-pu(X)=p(Y), 0 o a g a 10
a-pu(X)+b- u(XH)=(XY).

Teorema 1.32: si y=a+bx és la recta de regressio de Y sobre X, aleshores
b=cxv/o(X)?, a=p(Y)-b-u(X), on cxy=p(XY)-(X) u(Y) (covarianca de X i Y).

Activitat 1.37. Tenint en compte el

Teorema -1.9: si per a una funci6 f(x,y) derivable fins a segon ordre s'acompleix
fi'(a,b)=0, f,'(a,b)=0, fx"(a,b)>0, fy,"(a,b)’<fx"(a,b)-fyy"(a,b), aleshores f(x,y) té
un minim en (a,b)

demostrar el

Teorema 1.33: si 6(X)?>0, b=cx,/c(X)? aleshores y-u(Y)=b-(x-u(X)) és la recta
de regressio de Y sobre X.

Observem que el “centre de mases" (u(X),u(Y)) pertany sempre a la recta de
regressio.

Problema 1.19: obtenir la recta de regresié del nimero de calcer sobre I'edat en
I'alumnat assistent a classe; valorar-la.
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6. Activitat 1.38. Intercanviant la X i 2p . . . :
la'Y obtenim el ¥ =a'+h’
Teorema 1.34: si o(Y)*>>0, =athx
b'=cxv/o(Y)? aleshores x- 15|
W(X)=b-(y-u(Y)) és la recta de
regressio de X sobre Y.

Si 6(X)*>>0 i 6(Y)*>0, ambdues
rectes de regressié passaran pel
"centre de mases" (W(X),(Y)), i
definim el coeficient de correlacid

(3,70

de X'iY per
Pxy = ny/(G(X)G(Y)) .
Demostrar %
Teorema 1.35: les rectes de 0 5 P : : 10
regressio de Y sobre X i de X sobre
Y coincideixen si i sols si pxy = £1. 3
Teorema 1.36: si pxy = 0, aleshores les rectes de T z=a'+h'y
regressio son y=u(Y) , x=p(X) (perpendiculars). 2

y=atbx

Activitat 1.39. Direm que dues variables aleatories X,
Y no tenen correlacio lineal si i sols si pxy=0; aquesta 1
condicio és equivalent a la de cxy=0 amb o(X)>0 i
5(Y)>0. 0 X
Demostrar el o1 2 3 4
Teorema 1.36: si dues variables aleatories son independents, no tenen correlacio
lineal.

La reciproca és certa? Comprobar-ho en el seguient

Problema 1.20: estudiar la correlacio lineal en el cas X 1 2/ 3/ X i Y son independents?
Y121

Activitat 1.40. Demostrar

Teorema 1.37: o(X+Y)? = o(X)* + o(Y)* £ 2-Cxy .

Teorema 1.38: si X,Y son independents o simplement no tenen correlacio lineal,
aleshores o(X+Y)*= 6(X)* + o(Y)* .

Activitat 1.41. Demostrar, utilitzant el Teorema 1.37,

Teorema 1.39: Si y=a+bx és la recta de regressié de Y sobre X, aleshores o(Y-bX)? =
o(Y)*(1-pxv’) -

Teorema 1.40: -1 <pyy < 1.

Si pxy>0 direm que X,Y tenen correlacid lineal positiva; si pxy<O0, direm que X,Y tenen
correlacid lineal positiva; si |pxy|<1, direm que X,Y tenen bona correlaci6 lineal; si
pxy=0, direm que X,Y tenen mala correlacio lineal.

Problema 1.21: estudiar la correlacio lineal entre el nimero de calcer i I'edat de
I'alumnat assistent a classe; valorar-la.
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1.5. Estimar si un conjunt de mostres pertanyen a la mateixa poblacié:
Objectius:

1. Obtenir un estimador ineshiaixat de la varianga poblacional a partir de la mitjana
de les variances d'un conjunt de mostres.

2. Obtenir un estimador inesbiaixat de la varianga poblacional a partir de la
varianca de les mitjanes d'un conjunt de mostres pertanyents a la mateixa
poblacio.

3. Avaluar per analisi de varianga si un conjunt de mostres independents pertanyen
a la mateixa poblacio.

Activitat 1.42. Si tenim un conjunt de mostres independents I
obtingudes per diferents procediments, en cas que aquests
procediments siguen equivalents la dispersié entre les mostres [ ] I
haura de ser proporcionada a la dispersié dins de cada mostra [

(figura a).Per tal de avaluar-ho, treballarem amb m mostres de
grandaria n i anomenarem: a) )
X a I'element k de la mostra j

X, 15(X;)? respectivament a la mitjana i la varianca de la mostra j

¥a la mitjana de la mostra de grandaria m-n resultant de mesclar les m mostres de
grandaria n.

Demostrar el

Teorema 1.41: X=3;;/m.

Activitat 1.43. Anomenarem varianca dintre de variables a la mitjana de les variances
Sw’ = 2.;8(X))2/m .

Suposarem que totes les mostres pertanyen a poblacions si més no amb la mateixa
varianga 6° .

Demostrar el

Teorema 1.42: p(s,?) = o*(n-1)/n .

Anomenarem per tant varianca corregida dintre de variables a 3,” = s,*-n/(n-1), la qual
sera un estimador inesbiaixat de la varianga poblacional ¢ .

Activitat 1.44. Tenint en compte el

Teorema 1.43: si les variables aleatories independents Y., Y, tenen tenen distribuci6 Xi-
quadrat amb graus de llibertat v, i v, respectivament, aleshores la variable aleatoria
Y,+Y, té distribucié Xi-quadrat amb v;+v, graus de llibertat

demostrar el

Teorema 1.44: mn-s,*/c” té distribuci6 Xi-quadrat amb m-(n-1) graus de llibertat.

Activitat 1.45. Anomenarem

w=u(X;) a la mitjana de la poblaci6 a la qual pertany la mostra j

p=(X) a la mitjana de la poblacio resultant de mesclar les poblacions a les quals
pertanyen les m mostres

o=~} para cada mostra j (naturalment, valdra O si totes les mostres pertanyen a la
mateixa poblacid).

Demostrar que en qualsevol cas s'acompleix el Teorema 1.45: > ;0; =0 .

Activitat 1.46. Anomenarem variancga entre variables a la varianca de les mitjanes
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sz = Zj (E-E)Z/m = Zj i]‘z/m - iz .

Recordant de I'Activitat 1.26 que o(3;)*=c*n, o(3)*=c*(mn), demostrar
Teorema 1.46: p(?) = o%/n + (uto;)?

Teorema 1.47: p(3(?) = 6% (mn) + p?

Teorema 1.48: p(sy?) = o*(M-1)/(mn) + Y ;0,2/m .

Activitat 1.47. Anomenarem varianca corregida entre variables a #?2 = s,>-nm/(m-1) .
Demostrar el

Teorema 1.49: u(&’) = o+ n-Y;o7/(M-1) .

Per tant, 2 sera un estimador inesbiaixat de la varianga poblacional ¢ si i sols si les
poblacions a les quals pertanyen les diferents mostres tenen totes la mateixa mitjana (el
que anomenem hipotesi nul-la en la qual tot 0;=0), cosa que naturalment passara si totes
les mostres pertanyen a la mateixa poblacid. En aquest cas, F=5,/%,” haura de ser proper
a la unitat. En altre cas p(&°?)>0?, i per tant es pot preveure que F siga major que la
unitat.

Activitat 1.48. Tenint en compte que s,2 és la varianca de la mostra (30, ¥,,...X.,), de
grandaria m, i que o(3Z;)>=c%/n, demostrar que si les mostres pertanyen a la mateixa
poblacid s'acompleix el

Teorema 1.50: mn-s,”/c” té distribucié Xi-quadrat amb m-1 graus de llibertat.

Activitat 1.49. Tenint el compte el

Teorema 1.51: si les variables aleatories independents Y, Y, tenen tenen distribucié xi-
quadrat amb graus de llibertat v, i v, respectivament, aleshores la distribucié de
F=(Y . /v)I(Y,/v,) entre 0 1 oo és

Worva(F) = Konve P2 (14v Fiva) ", que s'anomena distribucié F de Snedecor amb
graus de llibertat v; i v, . Ky, s'escollis de manera que [¢ W,,.2(F) dF =1

demostrar el

Teorema 1.52: si tenim m mostres independents de grandaria n pertanyents a la mateixa
poblacid, aleshores

F=§2/5,” té una distribucié F de Snedecor amb graus de llibertat v;=m-1, v,=m-(n-1) .

Fplvy.v,) Activitat 1.50. Si tenim m mostres independents de
grandarian i

F=525,” > F,(m-1, m-(n-1)), essent F,(vy, v,) el coeficient critic de la distribucié F de
Snedecor amb graus de llibertat v, i v, tal que la probabilitat d'un valor menor o igual a
aquest coeficient siga p, aleshores podem rebutjar amb un nivell de significacié p=1-p la
hipotesis nul-la de que les mostres pertanguen a la mateixa poblacié. Utilitzarem les
tables de la distribucid F de Snedecor (inversa) per determinar el corresponent
coeficient critic.

Problema 1.22: anotar el nimero de calcer en varies mostres de la mateixa grandaria
entre I'alumnat assistent a classe i valorar si pertanyen a la mateixa poblacio (a ser
possible, procurar que alguna de les mostres estiga formada Unicament per xics i altra
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Unicament per xiques).

Activitat 1.51. Com hauriem d'interpretar el fet que F=%25,” << 1? Aplicar-ho a la
resolucio del segiient

Problema 1.23: calcular I'estadistic F corresponent al segiient parell de mostres:
X;=(24'2, 25'3, 25'4, 26'2, 27'5)

X;=(24'2, 25'3, 25'4, 26'2, 27'4)

Es pot considerar que les mostres no acomplisquen alguna de les premises del Teorema
1.52?

Per a valorar-ho amb un cert nivell de significacié podem utilitzar la relacio

Fo(vi, v2)=1/F; (V2 Vi) .

Treball 3 (per a la seua realitzacié en equip):

Comparar diferents procediments per a obtenir algun preparat quimic utilitzant alguna
variable aleatoria adequada (quantitat del preparat, temps per a la seua obtencio, etc.).
Obtenir les dades d'experiéncies reals i utilitzar un minim de 3 procediments aplicant
com a minim 5 vegades cada procediment. Estimar per analisi de varianca si els
diferents procediments es poden considerar equivalents.
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2. Obtenir aproximacions discretes a la solucio de
diferents problemes (INTRODUCCIO AL CALCUL
NUMERIC):

Activitat 1.1: Debatir en grups menuts el segiient text, escollint previament un portaveu
de cada grup per exposar posteriorment les conclusions i en el seu cas les dubtes
suscitades:

Des de Leibnitz i Newton, s'ha desenvolupat fonamentalment la matematica
continua. Aixo anava acompanyat d'una concepcio del mén segons la qual les variables
reals variarien de forma continua, pero responia també a raons practiques: el
tractament de variables discretes exigeix un gran nimero de calculs per als quals no es
disposava d'instruments adequats, mentre que si es disposava de poderosos metodes
analitics, de calcul diferencial i integral, per al tractament de variables continues.
Tanmateix, hi havia un gran namero de problemes que no es podien resoldre amb
aquestos métodes analitics.

Tanmateix, actualment la situacié ha canviat radicalment: per una banda, es
reconeix, amb una forta fonamentacio en la mecanica quantica, que donades les
limitacions en la precisi6 de les dades experimentals, sempre treballem realment amb
variables discretes; i per altra banda, I'Us dels ordinadors permet la realitzacio del
calculs massius necessaris per al tractament d'aquestes variables discretes.

El calcul numeric consisteix en una serie de métodes per obtindre aproximacions
discretes a la soluci6 de diferents problemes.

Aixi, si tenim els valor de f(x;) per a determinats valors de x;, buscarem aproximar
per interpolacio el valor de f(x) per a un nou valor de x; es “poden utilitzar diferents
funcions d'interpolacid, depenent de I'estimacio que es faca de les caracteristiques de
f(x); en aquest curs, aproximarem unicament mitjancant funcions polinomiques, fent el
gue s'anomena interpolacié polinomica. Pero si el nou valor de x es troba fora de
I'interval delimitat pels x; préviament estudiats, estarem fent realment una extrapolacio:
I'aproximacié polinomica de f(x) ens donara aleshores una hipotesi a contrastar amb
noves dades.

Igualment, hi ha molts problemes d'integraci6 que no es poden resoldre de forma
analitica, és a dir, no podem obtenir una funci6 integral continua y=F(x) la derivada de
la qual satisfaga les condicions del problema. Pero podrem tanmateix trobar solucions
aproximades del seu valor numeéric per a valors particulars de x.
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2.1. Interpolar el valor d'una funcio polinomica desconeguda que passe
per un conjunt de punts:

Objectius:

1. Demostrar I'existencia i unicitat del polinomi interpolador de grau menor o
igual que m que passa per m+1 punts d'abcises distintes.

2. Trobar una formula que ens done directament I'expressio del polinomi
interpolador.

3. Trobar un metode per a obtenir successivament punts interpolats a mesura que

introduim nous punts per a interpolar.

Trobar un metode que ens done successius termes del polinomi interpolador.

5. Entendre els problemes de fiabilitat de la interpolacid, especialment si es
realitza fora de l'interval en el qual es tenen dades (extrapolacié) o s'utilitzen
polinomis d'un grau elevat.

&

Activitat 2.2. Tenint en compte la condicid necessaria i suficient perqué un sistema
d'equacions lineals siga determinat, el valor del determinant de Vandermonde,

Teorema -2.1: [X,'| = [T i (X=X

Ila

Definicié 2.1: direm que p(x) = Y i, "a;X' és un polinomi interpolador de grau menor o
igual que m en els punts

{(X.f) / k=0,1...m} si i només si, per a tot k=0,1...m, p(x,)=f,

demostrar el

Teorema 2.1: si per a tot i£k, xi#x,, llavors existeix un tnic polinomi interpolador de
grau menor o igual que m en els punts {(xf) / k=0,1...m} .

Activitat 2.3. Tenint en compte que

Y i Ei=Ec+ Y 45 peratot k=0,1..m, i que
H#i Ekj = Ekk'Hjii&j:ﬁk Ekj pera tot l?ék
demostrar el

[T (x-x;)
Teorema 2.2: si per a tot i#k, Xi#X, llavors p(x) = i-" i

[154 (Xi-x;)
és el polinomi interpolador de {(xf) / k=0,1...m} (métode de Lagrange).
Activitat 2.4.
Problema 2.1: donats els punts
X, 1. 2. 4. 5.
f\ 0. 2. 12. 21.

obtenir pel métode de Lagrange la seua interpolacio per a x=3.
(suggeriment: a lI'aplicar la formula, escriure primer cada denominador per a evitar
errors)
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Activitat 2.5. Demostrar el
Teorema 2.3: si per a tot 1,j=0,1...m, si i#k, llavors x#x,
& si it+j<m, llavors p;; és el polinomi interpolador de grau menor o igual que j en
{(Xi.fi) / k=i, i+1...i4j},
Ilavors per a tot j=1...m, i=0,1...m-j,
(X X)Pij~1 + (X-X)Pissjo.
Pii(X) =
Xisj = X;
(suggeriment: comprovar que p;;(X;)=f; & pi;(Xi;)=Fi; & per a tot k=i+1...i+j-1, p;;(x)=f«
).

Activitat 2.6. Tenint en compte que, amb els p;; definits en el Teorema 22,

Teorema 2.4: per atot i=0,1...m & per a tot xeR, p;o(X) =T,

[

Teorema 2.5: p,., €s el polinomi interpolador de grau menor o igual que m en {(x,f.) /
k=0,1...m},

utililizar I'algorisme

}{D: fg = pulnl:}{:l pIZI.1|:}{:I pnlgl:}{:l 7 pulgl:}{:l
#ify = pyglx) 7 F'1.1|:}{:|7 Py 2(x)
Kot fa = Pyl 7 Y
Ko f3 = pS.EIl:}{:l
per a resoldre el
Problema 2.2: donats els punts

Xk 1. 2. 4.

fi 0. 2. 12.

obtenir pel métode de Neville la seua interpolacié per a x=3 .
Afegir a continuacio el punt (xs, f;) = (5, 21) i obtenir la nova interpolacié per a x=3 .
Comparar el resultat obtingut amb el del problema 10.

(metode de Neville)

Activitat 2.7. D'acord amb la

Definicio 2.2: amb {(Xfy) / k=0,1...m} tal que per a tot i,j=0,1...m, si i£k, llavors X#xy,
definirem les diferéncies dividides f[x;,Xi.,...X;] mitjancant

flx] =f; per atot i=0,1...m
[ Xisay-. %] - T[Xi,---X41]
X, Xie0,X] = per atot i=0,1..m-1, j=i+1,..m
X - Xi
I calculant-les amb I'algorisme
fx] .
[Xo,X1]

f > f
f{il} > f[X1,X2] g f%iov);l,f% > f[Xo,X1,X2,X3]

2 > f[Xz,Xg] ISTAVATAX]

fx:]
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Problema 2.3: comprovar a partir dels punts

k. 0. 1. 2. 3.
Xk 1. 2. 4. S.
fi 0. 2. 12. 21.

i comparant amb els resultats obtinguts pel metode de Neville que, per a m=0,1,2,3,
Pr(X) = im0 ™ F[Xoy - Xi] [Tico™ (X-X3)

és el polinomi interpolador de grau menor o igual que m en {(xf) / k=0,1...m}
(métode de Newton)

Activitat 2.8. Assumint que I'error de la interpolacié polinomica de grau menor o igual
que m ve donada per

Teorema -2.2: f(X)-pn(X) = [f™D(EX))/(m+1)!] [Ti-e™ (X-Xi) tal que E(x)e[a,b] tal que per
atot i=0,1...m, x€[a,b]

Problema 2.4: fitar el valor de f(3) suposant que

X 1. 2. 4. 5.

f(x ) 0. 2. 12. 21.
i que la quarta derivada de la funcié f(x) en l'interval [1,5] estaentre 1i 2 .
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2.2. Aproximar la integracio d'una funcio, acotant I'error d'aproximacio:
Objectius:

1. Obtenir uns pesos W, independents de la funcio f(x) tals que sumant el seu
producte pels corresponents valors de la funcio en determinats nodes Xy, > "
W, f(x,), proporcione la integral exacta per a polinomis fins a un cert grau, i una
bona aproximacio per a altres funcions.

2. Aprendre a fitar I'error d'aquesta aproximacio expressant-lo com el producte d'un
factor C independent de la funcio f(x) per la derivada d'un cert ordre r de la
funcio en algun punt & de l'interval d'integracio [a,b] , CfV(E).

3. Estudiar el cas de nodes equidistants, x,=a+kh (Férmula de Newton-Cotes).

4. Aprendre a millorar I'aproximacio augmentant el nombre de nodes.

Metodologia especifica:

« Utilitzar el metode de coeficients indeterminats per a obtenir tant els pesos W,
d'integracié com el factor C de I'error, a partir de la integral exacta de potencies
simples i resolent en grups menuts els corresponents sistemes d'equacions per a
exposar publicament a continuacio els resultats obtinguts.

Activitat 2.9. Tenint en compte la

Definici6 2.3: sent f:[a,b] >R una funcio integrable, cridarem integral numeérica
polinomica de f en els nodes X, tals que a<x,<...<X,<b a la integral en l'interval [a,b] del
polinomi interpolador de grau menor o igual que m en els punts {(X, f(Xi) }bez0.1..m

i utilitzant I'expressio del polinomi interpolador proporcionada pel métode de Lagrange,
justificar I'existencia d'uns pesos W, independents de la funci6 f(x) amb els quals Y ;™
W, f(x,) siga la seua integral numerica polinomica.

Activitat 2.10. Tenint en compte que una integral numerica polinomica en m+1 nodes
és igual a la integral exacta per a polinomis de grau menor o igual que m, trobar un
sistema d'equacions per a I'obtencid dels pesos W, i demostrar que si per a tot ik, x#xy,
aquest sistema d'equacions té solucié unica.

Activitat 2.11. Tenint en compte el

Teorema -2.3: [, ° f(x) dx = [, “*® f(u(t)) u'dt

demostrar el

Teorema 2.6: en el cas de nodes equidistants x ,=a+kh, amb k=0,1...m, h=(b-a)/m,
demostrar que els pesos per al calcul de la corresponent integral numerica polinomica
(pesos de Newton-Cotes) tenen la forma W,=hW',(m), on W',(m), que son els pesos
corresponents al cas h=1, només depenen de kide m (peronodeaideb).

Pot utilitzar-se per a la demostracié I'expressié dels pesos W, obtinguda en I'Activitat 1,
aplicant en la corresponent integral el canvi de variable x=a+th .

Activitat 2.12. Obtenir els pesos de Newton-Cotes per a m=2 i l'interval [0,2]. A partir
dels mateixos, obtenir la formula general (Férmula de Simpson) per a la integral
numerica polinomica en els nodes {a, a+h, a+2h} = {a, (a+b)/2, b},

S=
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Activitat 2.13.
Problema 2.5: aproximar mitjancant la Formula de Simpson [,* e*dx .

Activitat 2.14. Tenint en compte I'expressio de I'error de la interpolacio polinomica de
grau menor o igual que m donada pel Teorema -2.2 , aixi com que

Teorema -2.4: per a tota funci6 integrable f:[a,b] >R, |[2 b f(x)dx| < [, b [f(x)|dx .
Teorema -2.5: per a tot parell de funcions integrables f:[a,b] >R, g:[a,b] >R", existeix
&ela,b] tal que

Jab f()g(x) dx = (&) Ja b g(x) dx

demostrar el

Teorema 2.7: el valor absolut de I'error de la integral numérica polinomica en m+1
nodes pot fitar-se pel producte de dos factors, un dels quals depen Unicament dels
nodes, i l'altre depén tnicament de la derivada d'ordre m+1 en algun punt & de 1'interval
d'integracio [a,b].

Activitat 2.15. Suposant que I'error d'un metode d'integracié aproximada siga de la
forma

e=C-fO(E)
per a algun punt & de l'interval d'integracio [a,b], deduir com utilitzar la funcié f(x)=x"
per a obtenir el valor de C.
NOTA: en cas d'obtenir-se C=0 pot inferir-se que el métode és exacte per a aquesta
funcid, i haura de repetir-se el procés substituint r per r+1 .

Activitat 2.16. Tenint en compte el

d'f d'f
Teorema -2.6: per a tot feC (R—R), xeCY(R—R), —(x(t)) = (dx/dt)" —(x)
dt’ dx’

aixi com el Teorema -2.3 i el Teorema 2.6, demostrar el
Teorema 2.8: si I'expressio de l'error per a aproximar J,™ f(t)dt amb nodes equidistants i
h=1és

d'f
g'=C'"__({) per a algun Ce[0,m],
dt’

llavors I'expressié general de I'error per a aproximar J; b f(x)dx amb nodes equidistants i
h=(b-a)/m sera

d'f

¢ =C.___(&) per a algun &¢[a,b] amb C=h""'C'
dx’

Activitat 2.17. Obtenir I'expressio de I'error per a la Férmula de Simpson per a l'interval
[0,2] (amb h=1), i a partir d'ella obtenir I'expressio general de I'error per a la Férmula de
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Simpson per a l'interval [a,b] (amb h=(b-a)/2),
& =
Indicar per a quins polinomis sera exacta aquesta formula.

Activitat 2.18.
Problema 2.6: fitar I'error de la Férmula de Simpson aplicada a [.* e**dx . Valorar-lo.

Activitat 2.19. Tenint en compte la
Definicio6 2.4: sent f:[a,b]—>R una funci integrable, anomenarem integral numeérica
composta de grau m en els MM+1 nodes {a+kh}-o1 v, amb h=(b-a)/(mN), a.

Yico " Ni(i)
on Ny(i) és la formula de Newton-Cotes de grau m per a la integracio numeérica
polinomica de la funcio f(x) en l'interval [a+imh,a+(i+1)mh] ,
demostrar el
Teorema 2.9: per a tota funci6 integrable f:[a,b]—R , la seua integral numerica
composta de grau 2 en els 2M+1 nodes {a+kh}i-1.ov, amb h=(b-a)/(2M) (regla de
Simpson), ve donada per
[f(a) + 4f(a+h) + 2f(a+2h) + 4f(a+3h) + ... + 2f(b-2h) + 4f(b-h) + f(b)] h/3.
= [f(a) + f(b) + Y., "' 2f(a+2ih) + i, N4f(s+(2i+1)h)](b-a)/(6M)

Activitat 2.20. Tenint en compte el
Teorema -2.7: per a tota funci6 continua f:[a,b]—R i tot conjunt de punts &€[a,b],
i=1...n, existeix &e[a,b] tal que
"€ ) = nf(g)

demostrar el
Teorema 2.10: per a tota feC*([a,b],R), I'error de la regla de Simpson per aproximar [, °
f(x)dx ve donat per

grs = - T9(E)(b-a)°/(2880M?) per a algun &efa,b]

Activitat 2.21.
Problema 2.7: quin increment h hauriem de prendre per a obtenir una aproximacié a J.*
e *?dx amb un error menor a 0'01 mitjancant la regla de Simpson?

Treball 4 (per a la seua realitzacio en equip): 48
Obtenir els coeficients W,, W, que fan que
W, f(a) + W, f(b),

done el resultat exacte de la integral

[ ° F(x)dx
si f(x) és un polinomi de grau menor o igual que
1 (Formula del Trapeci o de Newton-Cotes per
a m=1). Obtenir I'expressié de I'error per a
qualsevol funci¢ analitica f(x).
Utilitzar-ho per a fitar [, (225+x3)“dx sabent que |f "(x)|<0'6 en aquest interval.

b—18

5

2.3. Obtenir el valor futur d'una variable coneguent el seu valor inicial y
la dependencia de la seua derivada respecte del temps i la mateixa
variable, y'=f(t,y):
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Objectius:

1. Aproximar solucions d'una equacié diferencial a partir d'unes condiciones
inicials substituint I'increment per la diferencial (METODE D'EULER).

2. Obtenir una aproximacié de segon ordre a les solucions d'una equacio
diferencial (METODE DE RUNGE).

3. Generalitzar la Formula de Simpson per a integrar equacions diferencials
(METODE DE RUNGE-SIMPSON).

4. Obtenir una aproximacio de quart ordre a les solucions d'una equacié diferencia
(METODE DE KUTTA).

Activitat 2.22. Si coneguem y'=f(t,y) aixi com la condicié
inicial y,=Yy(t,), tenint en compte el

Teorema -2.8: si y(t) és una funcié derivable fins al segon
ordre,

(1) = y(to) +Y'(t) At + y"(§)(At)/2 tal que Ee[to, 1]
s'acomplira y(t) = y, + f(to,yo) At + O-(At)? . Aixi doncs, si
substituim Ay=y(t)-y, per dy=y"At=f(t,,yo):At l'errorsera |’
proporcional a (At)? i si At és suficientment xicotet podrem
aproximar I'evoluci6 de la variable y aplicant successivament
t=ttAL | Vi =Y+ Agy amb Agy=f(t;,y;) At (métode
d'Euler).

Problema 2.8: aplicar el métode d'Euler per aproximar el valor
de y quan t=1 coneguent que y=1 quan t=0 i que y'=0"1y*-ty.
Prendre At=0"2 i representar-ho graficament.

Ay

Activitat 2.23. EI métode d'Euler donaria un resultat exacte si

la derivada y', representada per la pendent de la corva, fora 7]
constant (i per tant la segona derivada valguera zero). Si no és

aixi, trobarem que la derivada en el punt (t,,y;) sera f(t,,y,)=f(ts+At, yo+Asy)#f (Lo, Vo). En
aquest cas, podem obtenir una millor aproximacio si calculem la derivada en el punt
intermedi (t,+At/2,y,+Agy/2) i prenem Y=y +Ay amb A y=Ff(t,+AL2,y,tAy/2)  At, 1 aixi
successivament (metode de Runge de segon ordre); en aquest cas l'error €s
proporcional a (At)®.

Problema 2.9: aplicar el métode de Runge de segon ordre per aproximar el valor de y
quan t=0'4 coneguent que y=1 quan t=0 i que y'=0'1y*-ty. Prendre At=0'2.

a2

Activitat 2.24. Amb el metode de Runge de segon ordre hem millorat I'aproximacio
calculant un nou increment per a la funcio y a partir d'un punt auxiliar (en aquest cas,
intermedi). Podem obtenir millors aproximacions escollint successivament de forma
adequada nous punts auxiliars. En particular, si prenem successivament

AY=T(tstAL, yotAgy)- At

Any=Tf(totAt, yotAy)- At

obtindrem una aproximacid de tercer ordre, amb error proporcional a (At)*, si prenem
ti=totAt, Y = Yo+ Agy/6 +4-Ary/6 + A,y/6 1 aixi successivament (métode de Runge-
Simpson).

Comprovar que en el cas particular en que tinguem y'=f(x), aquest metode és equivalent
a la Formula de Simpson.
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Activitat 2.25. Podem obtenir una aproximacio de quart ordre, amb error proporcional a
(At)®, si prenem

AY=F(te A2, Yo+ Ary/2) At

Asy=F(tstAL, yotA,y)- At

i finalment

ti=te AL, Yy = Yot Agy/6 + Ary/3 + Ayy/3 + Agyl6 i aixi successivament (metode de
Kutta de quart ordre).

Tenim recopilats els diferents métodes en el segiient diagrama de fluxes:
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L'equacid diferencial és
d'ordre superior al primer?

Fer elz canvis z=y" (Z'=y"), i si
escau u=z' (U'=y# etc.

L'equacid &z de la forma
Y=l y..) (Z'=0xy.2,...), &tc.)

Aclarir v (7', etc.) |

Sl

[F—F

Ezcollir &x, x;, v,

[prenem x=x;, y=y; (z=z;, et )|

|ﬁ.0§.-'=f|:x,':.-'...:|.-'l-.x (o, z=alxy 2. Jhx, etu:.j|

N S I 4>Ei+1 ot
[T =Z+0Z, Bt

»

[renem x=xq+ixi2, y=yi+igl2 (Z=Z;+8,z202 et

|.ﬁ.1y=f(x,':.f...j|&x [8Z=00x ¥ T, )8, etu:.j|

g TEHOAK Yo YAy
[Ti =TT, Bl

RFENEIM X=X +8%, Y=yitigy (Z=Z,+0,Z, etc.j|

|ﬁ.1':.-'=f(x,§.-'...j.-'l-.x (A Z=gl=y 2. 1, etu:.j|

[ Wigtode de Kutta de 47 ordre |

[renem =i, y=yragy (z=z+hz etc)]

RrEnem ==x+hi2 | y=yihyll
=fx .. A Z=glx )y T b e,
(I=Zi+ﬂ.1z.|‘2 I Etl::l |ﬂ']:]:l:lII l: |I:l'I j I:ﬁ'II gl: |I:I'I| j 1 jl
- - RFEMEIM X, =5 +000, Y, = 3+ LalS + 20,903 + &8
|ﬁ.2§.f fle . Mo (hoz=giy 2. 0, etu:.j| (Zo= 2+ B8 + 0,213 + AggzlB | eto )

[Brenem x=x+ix, y=yrfgy (Z=2+02, ot )]

Boyr=Tlo .. 00%  [(Daz=0lx y,Z... 0%, etc, |_..prenem Ky T, Yoy = s+ DB+ AT+ DD + Doyl
| =TG- (822Gt Y 2. ) (L= I+ O,T0 + 0703 + 073 + A8 | eto)
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Podem utilitzar també el segiient diagrama per tal de recordar a partir de quin increment
s'obté un nou increment (amb increment total 0 amb mig increment) i quins coeficients
hem d'utilitzar per obtenir I'increment final:

—F

a

by —— EULER

12 sy yRUNGE

13

E’\ &2'_.'.'

173 KLUTTA 4°

Lﬁﬂﬂ

4/5

/6

1 1

— A — Ay ——

15 RUNGE-SIMPSON

Per al métode de Kutta de quart ordre podem realitzar els calculs en la seglent tabla:

{;
Vi
t

y
y
Ay
Ay
Ay
Azy

to
Yo
to totAt/2
Yo YotAoy/2
fity) f(ty)
Ay

Ay

t, = tytAt
t A2 At
Yot AyI2  YotAy
f(t.y) f(t.y)

Ay
Azy

Confeccionar tables similars per als altres métodes.
Naturalment, alhora d'aplicar les tables les expressions es substitueixen per nimeros.
Problema 2.10: aplicar el metode de Kutta de quart ordre per aproximar el valor de y

quan t=0'6 coneguent que y=1 quan t=0 i que y'=0'1y?-ty. Prendre At=02.
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