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Tema 4. Transformada Z.

La transformada Z para sistemas discretos desempefia un papel analogo a la
transformada de Laplace para sistemas continuos. Nos va a permitir
representar la relacion entrada salida de un sistema LTI mediante un
cociente de polinomios en lugar de mediante una ecuacion en diferencias.
Esto facilitard el célculo de operaciones como la convolucién o el célculo
de la salida de un sistema ante una determinada entrada. Veremos su
definicidn y el concepto de region de convergencia, los procedimientos mas
sencillos para el calculo de la transformada directa e inversa y finalmente
analizaremos sistemas discretos utilizando dicha transformada.

4.1. Definicion: Region de convergencia

Dada una secuencia g[n] se define su transformada Z (TZ) directa G(z),
como

G(z)= Y gln]z""

donde z es una variable compleja.
Habitualmente se representa G(z) = Z{g[n]} 0 G(z) = 7Z{g[n]}

La relacion entre la secuencia y su transformada se denota por:
glnle=>G(2)

Regién de Convergencia.(ROC)

Dado que la transformada Z es una serie de potencias infinita, solo existe
para aquellos valores de z para los que la serie converge. El conjunto se
valores de Z para los que la suma es finita se denomina region de
convergencia.

La TZ de una secuencia g[n]se especifica como G(z) y su ROC

Ejemplos:
a)xfn]= 1.23,5] X(z)=1+2z" +327+527  ROC = planoZ - {z = 0}

] ={.2.35) X(2)=22+2z +3+52" ROC= planoZ —{z =0,z =0}
(n)

X(z)=1 ROC = planoZ

d) x[n] = 5(n - 1) X(z)=z" ROC = planoZ — {z = 0}
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A ser z una variable compleja podemos hacer el cambio z=re’”luego la
transformada se puede expresar como:

G(Z]Z:”““ =G(re’”) = ig[n]l’_ﬂ e~ jon

n=—0

Para que esta serie converja |G(z) < », es necesario que se verifique

3 gl

n=—ow

< o0

es decir que la secuencia {g[n]r™"} sea absolutamente sumable.

El célculo de la ROC consiste en determinar para qué valores de r la suma
converge.

En general, para una secuencia bilateral podemos expresar como 2
sumatorios uno para la parte causal y otro para la anticausal

=S lel-n1 |+ Y

n=1 n=0

G < alnr | = 3 enlr

n=-ow n=-ow

g[n]—n
r

+ gl
n=0

Para que ambas secuencias converjan, se debe cumplir:

<

3 gl-nlr”

ey ¥
n=0

gln] -
5

Para que el primer sumatorio converja r debe ser lo suficientemente
pequefio como para que la secuencia producto sea sumable, y en el segundo
caso debe ocurrir lo contrario; es decir » debe ser lo suficientemente
grande.

En general para una secuencia bilateral la ROC debe estar comprendida en
una anillo del plano complejo de radios r, <|z|<# siendo r, el limite de la

region de convergencia para la parte causal y r; para la parte anticausal.
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Sec. Infinita derecha Sec. Infinita izda Sec. Bilateral

Ejemplo 1:

Determina la TZ de la secuencia: x[n]=a"u[n]

para que se pueda realizar la suma es necesario que ‘a z’l‘ <1

Luego:

1°

X(z)=1;_ ROC |z|>| |
zZ

Ejemplo 2:

Determina la TZ de la secuencia: y[n] = —a"u[-n —1]

S n_-n S -m _m a_]Z 1 -1
Y(Z): -’z = — a "z =-— = , para | zl <1
-1 -1
el ! l-aaz l-az

Y(z2)=—— ROC < a
-—Qaz

Conclusion:
La transformada Z de una secuencia x[n] viene determinada por:
x[n](%X(z) ¥y ROC

Es IMPRESCINCIBLE especificar la region de convergencia, ya que de los
contrario la obtencion de x/n/ a partir de X(z) no esta completamente
especificada (la solucioén no es unica)

Ejemplo 3:
Determina la TZ de la secuencia: g[n] = a"u[n]— B"u[-n—1]
Utilizando los resultados anteripres obtenemo% .
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n_-n n _-n 1 . 1 .

1 1
+
az' 1-Bz"

Si |B|<|e| la TZ la serie no converge en ninglin punto y la TZ no existe

G(z) =+ ROC, =ROC, I ROC, : |a| <|z| <|A]

Ejemplos de secuencias y su region de convergencia.

TABLA 3.1 FAMILIAS DE SENALES CARACTERISTICAS Y SUS CORRESPONDIENTES ROC

Senal ROC

Senales de duracidn finita

Causal
L
Plano z completo
T T T Te excepto =0
. e —
Anticausal
L
I Plano z completo
sl plo z=o0
0 N
Bilateral
T Plano z completo
T excepto z=0y
11 : Ttes - =
Seiiales de duracién infinita
Causal
L
— TTTTf
0 n
Anticausal
. T I lzl<ry
0 wE n
Bilateral
T T T raeld<r
o1l {11,

La ROC de X(z) es |e| < |z| < |b|.

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis

Propiedades de l1a ROC.

e La ROC esta siempre limitada por un circulo, ya que viene
determinada por el modulo de z.

e La ROC de una secuencia derecha de infinitos términos (términos no
nulos para n>n,), es el exterior de una circunferencia de radio r,.

e La ROC de una secuencia izquierda de infinitos términos (términos
no nulos para n<n,), es el interior de una circunferencia de radio r;.

INTRODUCCION. AL PROCESADO DIGITAL DE SENALES.
VRIVERSITAT C VA LENC 1A MARCELINO MARTINEZ SOBER.
OpenCourseWare ANTONIO J. SERRANO LOPEZ
4.4 JUAN GOMEZ SANCHIS CURSO 2009-2010



EscolaTecnica SuperiordE nginyeria

Departament d "Enginyeria Electronica

e La ROC de una secuencia infinita bilateral es un anillo ., <|z|<#, 0

bien no existe.

e La ROC no puede contener polos*, ya que en ellos la transformada
diverge.

¢ Al menos hay un polo en los limites de la ROC de una transformada,
X(z), racional.

* Veremos la definicion de polo y cero en ury a]%artado é)osterior este capi l(b g
N CION. AL PROCESADO DIGITAL DE SENALES.
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TABLA 3.2 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z

Teorema del valor inicial

Multiplicacién

Relacién de Parseval

Si z(n) causal

z1(n)z2(n)

M z1(n)z3(n) =

2nj

9.8 = lim NT&

Z=00

3 ﬂk_ (v)Xa v v ld
ﬂ%@b (1/v* Yo dv

©
=
]
>
£
=]
_LnL Propiedad Dominio del tiempo Dominio z ROC
T @
"m| _.m Notacién z(n) X(2) ROC: rp < |z < 1
X 22(n) Xa(2) ROC;
g o z2(n) Xa(2) ROC;
7p] & Linealidad arz1(n) + azza(n) a1 X1(z) + a2X2(z) Como minimo la interseccién de ROC;
.m = y ROC,
S M Desplazamiento en el tiempo z{n — k) 275X (2) La de X(z), excepto 2 =0si k>0
_.W 2 yz=o00sik<0
nln__q m Escalado en el dominio 2z a"z(n) X(a™'z) la|re < |z| < |a|m
£
8 2 Inversion temporal z(—n) X(z™h W <zl < 1
[T 1 T2
bl a Conjugacién z*(n) X*(z") ROC
Parte real Re{z(n)} FX(2) + X*(2"))] Incluye a la ROC
Parte imaginaria Im{z(n)} 11X (z) = X*(z")] Incluye a la ROC
Diferenciacién en el nz(n) &.MM& re < |z] <m
dominio z
Convolucién z1(n) * z2(n) X1(z)X2(z2) Como minimo, la interseccién de ROC,
y ROC,
Correlacién Foyzp(1) = T1()) ¥ T2(=1)  Rayas(2) = X1(2)X2(2™')  Como minimo, la interseccién de las ROC de

X1(2) y Xa(271)

Como minimo, ryry < |z] < TiuT2u

4.2. Propiedades de la transformada Z.

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis
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Aplicando las propiedades anteriores determina la transformada Z y la
ROC de las siguientes secuencias.

x(n)=[2-3” —3-4”]u(n)

1.

2. x(n)=cos(w,n)u(n)
3. x(n)=a"

4. x(n)=2"cos(w,n)u(n)
5. x(n)=u(-n-1)

6. x(n)= (%]nu(—n -1)
7.

8. x(n)=n2"u(n-1)

9.

10. x(n) =2"u(n-2)

h(n) = {1,%,3}, x(n) =u(n)—u(n—4). y(n) = h(n)*x(n), Calcule Y(z)

x(n)=d" =a"u(n)+a u(-n-1)

Pares de transformadas basicos

TABLA 3.3 ALGUNOS PARES COMUNES DE
TRANSFORMADAS Z

Senal, z(n) Transformada z, X(z) ROC
1 &(n) 1 Todo z
2 u(n) =ty 2] > 1
3 a"u(n) 1—_‘% |z| > |al
4 na"u(n) (l_a—z;l_ljg 2] > |a
5 —a"u(-n-1) 1—_""1‘52—_7 2| < |a]
6 —na"u(-n-—1) (1527;11)2 |z| < |al
7 (coswon)u(n) T ;;_f;;:g:ufz_z [2] > 1
8 (senwon)u(n) - 2;:11:;;1:;0_}_ = lz| > 1
9 (@ eoswonluln) e LS |5y
10 (a™ senwon)u(n) az”" senwo |2| > |al

1 —2az"'coswy + a2z—2

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis
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4.3. Transformadas Z racionales.

Un familia muy importante de transformadas Z son aquellas en las que
X(z) es un cociente de polinomios en la variable z (o z'). Son las
transformadas Z racionales.

Para un sistema LTI sabemos que la relacion entrada salida viene dada por:

)= xln]* Aln]

Si aplicamos transformadas Z y aplicamos la propiedad de convolucion.

Y(z
()= X(()>

H(z), que es la transformada Z de la respuesta impulsional, se denomina
FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL SISTEMA.

Si nos centramos en los sistemas LTI caracterizados por ecuaciones en
diferencias con coeficientes constantes, cuya expresion general es:

ibkx[n —k]= ZN:aky[n — k]

y calculamos transformadas Z en ambos miembros aplicando las
propiedades de linealidad y desplazamiento temporal tenemos:

M
bz
CY(2) _bytbz by 2 M bz kZ; Kz

1 e —(N-1 -N N
Xz a+az'+ " +a, z " +a,z Za Lk
k
k=0

H(z2)

Observamos que se trata de una transformada Z racional. De ahi el interés
de este tipo de transformadas.

4.3.1. Polos y Ceros

Ceros: son los valores de z que hacen que H(z)=0
Polos: son los valores de z que hacen que H(z) =
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A partir de los ceros y polos de un sistema se puede obtener su funcion de
transferencia salvo un posible factor de ganancia.

. . . . I
Si en la transformada Z racional anterior, expresada en potencias de z
b, #0 y a, #0, sacando factor comun bz y a,z" podemos expresar:

M4 (lele +77 [le Jz + (bMJ

H(z)= zwm(ﬁj i ) b
D)y (a‘]z’“ + 7+ [a’“ jz + [af"]

a a4 a4

Si calculamos las raices de los polinomios del numerador (ceros) y del
denominador (polos) podemos expresar de forma factorizada como:

H(z) (NM)(boj Hf_l(Z -¢) ¢, 1<k<um cerosdelsistema
Z)=2Z —_— N_— :
szl(Z - D) Py 1<k<n polosdelsistema

ay

También podemos expresarlo en potencias negativas de z como

H(2)= (b_j [1,0-a
) Hi,v:l (1- pszl)

el término G= (EJ es un factor de ganancia del sistema.
a4

El sistema tiene N-M ceros en el origen si N>M, y N-M polos en el origen
si N<M.

Pueden existir ceros o polos en z=0w. Si H()=0 existe un cero en z=o y
. . 1
si H (o) =00 existe un polo en z=o0.

El nimero total de ceros y polos de un sistema, considerando los que estan
en el infinito deben coincidir.

' Hay que ser muy cuidadosos cuando se obtiene la funcién de transferencia a partir del diagrama de
polos y ceros, si éste tiene ceros o polos en el origen y/o en el infinito. Si expresamos en potencias de Z,
un cero en el origen implica un termino Z en el numerador, y un polo en el origen un término Z en el

. S . -1 . I . -1
denominador. Si utilizamos potencias de z = los ceros en el origen implican un término de z en el
denominador y los polos en el origen un término analogo pero en el numerador.

REGLA: Utilizar siempre potencias de Z. . <
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La representacion grafica de los ceros (0) y los polos (x) de un sistema en
el plano complejo se denomina DIAGRAMA DE POLOS Y CEROS O
DIAGRAMA DE ARGAND. Si la multiplicidad de un cero o polo es
superior a la unidad se indicard mediante un nimero al lado del simbolo
correspondiente.

Ejl1: Determina el diagrama de polos y ceros de un sistema cuya TZ es

H(z)z%, ROC 7[> 1
-z

si expresamos en potencias positivas de Z multiplicando por z numerador y
denominador

z 1 z
H(z)==——= ROC |7/ >1
z 1-z z—1
lm z
Zeroatz=0
Region of
Convergenoce
cero: z=0 P e
polo: z=1 k
Poleatz=1
Unit circle

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Ej2: Calcula la funcion de transferencia del sistema definido por la
ecuacion en diferencias y(n) =0.5y(n—1)-0.3y(n—2)+2x(n—1)+ x(n—-3).

Si tomamos transformadas Z en ambos miembros y aplicamos las
propiedades de linealidad y desplazamiento temporal tenemos

Y(2)-0.5z7"Y(2) +0.327°Y(2) =2z X (2)) + 2 X (2)
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2z + 27 z’ 2z + 27 228 +1
H(z)= -1 2~ 3 - R ()
1-052"403z2  2°1-052"+03z2  z(z*-0.52+0.3)
=7/ 0.8t
ceros: \/51 06 ?
= 0.4F
\/5 / 0.2
R FRE F——  STUREENCIE Iy

z=0 -0z

polos: z=0.2500+0.4873] iz: o
z=0.2500-0.4873] ~os} °

af
-1 *015 0 015 i
Re(z)

Ejercicio: Determina la funcion de transferencia del sistema a partir del diagrama

de polos y ceros anterior.

Interpretacidn del diagrama de Polos v Ceros.

Podemos interpretar el significado de los ceros y los polos de un sistema

representando 20log,,|H (z)|

VMNIVERSITATE IDVALENC 1A
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Ejemplo: Para el sistema anterior

ImZ

1-2.4z"'4288z7% ceros:z=0.4%;0.6928
1-0.8z7"'+0.64z2 polos:z=12+j1.2

Ejemplo 2: H(z)=
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Ejercicio: Dibuja el diagrama de polos y ceros de un sistema de
promediado movil de orden N.

4.3.2 Comportamiento temporal de un sistema segun la localizacion de
polos y ceros.

Existe una relacion entre el diagrama de polos y ceros y el comportamiento
de un sistema. Veamos las relaciones existentes para sistemas causales,
dependiendo de que los polos estén contenidos en |z[>1, |z[<1, 6 |7=1. En

este ultimo caso se dice que estan sobre la CIRCUNFERENCIA UNIDAD.

Sistema con un polo simple (debe ser real)

1
l—az™

h(n) = a"u(n)«—— H(z) = ROC:|z|>a

. . ceros:z=0
El sistema tiene :
polos:z=a
La siguiente grafica muestra las diversas posibilidades de localizaciéon y la

respuesta temporal

Plano z T"(”} Pl

HITTH

1 a
0 n Q

=
-
\_—/o
~
-
-3
| —e 2
—
L
=l

< hmme AN AT
TIT1

5
/
N, tll-
o

LN

1 0 n

ARNAR

(I
NN

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis

Sistema con un polo doble (debe ser real)
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h(n) = na"u(n) <= H(z) = ROC:|z|>a

. . ceros:z=0
El sistema tiene :
polos : z = a (doble)

La siguiente grafica muestra las diversas posibilidades de localizacion y la
respuesta temporal

x{n) Plano z xin)

I TTTY m=2 ;

(11,
/1 W bllllfn

AN Ll
/' = b
dhY e
WA R

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis
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b
—
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——
—
I
-
S
~N
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e
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Sistema con un par de polos complejos conjugados

-7z cos(a)o)

h(n) =r" cos(w,n)u(n) <> H(z) = =2 reosia, )t 41727 ROC:|z|>r

Plano z xn)

AN NG N

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. I;roakis
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Funcion de transferencia para sistemas LTI de coeficientes constantes.

Sabemos que la funcion de transferencia de un sistema es:

H(z)= ih[k]z”‘

y para sistemas LTI de coeficientes constantes podemos expresar como

Y(z) _
X(2) 1+ ﬁ:akz_k

k=1

H(z)= consideramo a, =1

CASO 1:

Si a,=0 para 1<k<N

< k < M —k
H(z)=) bhz" = Z—MZbkz -
k=0

El sistema tiene M ceros, y un polo de orden M en el origen. Dado que el
sistema solo tiene polos triviales en z=0 se dice que es un sistema TODO
CEROS.

La respuesta impulsional es finita por lo que también se le llama sistema
FIR o sistema de media Movil (sistema MA)

CASO 2:
Si b,=0 para 1<k<N
b, b,z" .
H(z)= - =— consideramos a,, =1
1+Zakz’k Zakszk
k=1 k=0

El sistema tiene N polos, y un cero de orden N en el origen. Dado que el
sistema solo tiene ceros triviales en z=0 se dice que es un sistema TODO
POLOS.

La respuesta impulsional es infinita por lo que también se le llama sistema
IR o sistema Autoregresivo (sistema AR)

CASO 3:

En general el sistema tendra ceros y polos, (N polos y M ceros, mas los
ceros y polos en z=0 y z=co que no se cuentan explicitamente). Este tipo de

INTRODUCCION. AL PROCESADO DIGITAL DE SENALES.
VMIVERSITATE IDVALENCIA MARCELINO MARTINEZ SOBER.
OpenCourseWare ANTONIO J. SERRANO LOPEZ
4.16  JUuAN GOMEZ SANCHIS CURSO 2009-2010



EscolaTecnica SuperiordE nginyeria

Departament d "Enginyeria Electronica

sistema es IIR (siempre que los polos no se cancelen con ceros). También
se dice que son sistemas ARMA.

4.4 Transformadas Z inversa. (TZI)

Sabemos que la transformada Z de una secuencia x(n) esta completamente
especificada a partir de su transformada y la regién de convergencia.
Nuestro objetivo ahora es obtener la secuencia original a partir de la TZ y
la ROC. Existen varios procedimientos:

Célculo directo mediante integracion de contorno.
Inspeccion directa.

Expansion en serie de términos zy 7.

Expansion en fracciones simples.

4.4.1. Calculo directo mediante integracion de contorno.

El procedimiento directo supone el calculo de la integral de contorno
h[n]= 1 §H(z) " dz
27 2

mediante la aplicaciéon del teorema de los residuos de Cauchy, que
dejaremos para cursos posteriores. Proakis pg 187,188, 189.

4.4.2. Inspeccion directa.

La transformada se obtiene comparando nuestra expresion con una tabla de
las transformadas mas comunes

Ejl: X(2)= i ROC: |z| > 1 > x(n) = (lj u(n)
l-—z" 2 2
2
=
Ej2: X(z)= = ROC:|z|>1 > x(m)=(=1"u(n-1)
+z
. 1 1 1Y
Ej3: X(z)= T ROC:|z| <= > x(n)=— = | u(-n-1)
1——=z" 2 2
2
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4.4.3. Desarrollo en serie de potencias.

Como dada una X(z) y su ROC, podemos expandir X(z) en serie de
potencias de la forma.

X(z)= chz’k
k=-0

Dada la definicién de la transformada Z, y que la secuencia x(n) es unica
dentro de la ROC, la secuencia serd x(n)=c¢, —-oo<n<o

Ejl: X(z)= 2-2(1 —%Z-‘j(n zi-z") ROC:|{=%0

X(z):zz_ﬂ_%zuézse x(n):5(n_z)_5(n_4)_%5(,1_3)%5(”_5)

Ej2: X(z)=¢ ROC:[7|#0

1 -2 -3

- z z z 1
X(z2)=€¢ =1+—+—+ +.. = x(n)=—u(n
(2)=e 1 12123 (m)=

Con este procedimiento se puede calcular la transformada inversa de
transformadas polindémicas, sino no proporcionan expresiones compactas
salvo en casos muy sencillos.

4.4.4. Descomposicion en fracciones simples.
Este método tiene como objetivo expresar X(z) de la forma:
X2)=a,X,(2)+a,X,(2)+...+ o, X (2)

Si conocemos las Transformadas inversas de X,(z),X,(2),...,X (2),
utilizando la propiedad de linealidad sabemos que

x(n) =ax,(n) + a,x,(n) +...+ o x. (n)

Este procedimiento es especialmente util cuando tenemos transformadas Z
racionales.
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Sea
M b —k
H(Z) — Zk:O kZ

N —k

Zk:O a,z

Si M>N, podemos realizar la division de los polinomios y expresar como:

H(z)= sz:;N c,z "+ ;DL)_IC con grado de P(z) menor que N

z
k=0 Y

El calculo de la inversa del primer término es inmediato ya que se trata de
una suma de impulsos retardados y multiplicados por los factores cy.

Ejemplo:

2+408z"'+0.5z2+03z"

- - realizando la division
1+0.8z7 +0.2z

H(z)=

5542.1z7"
1+0.8z7'+0.2z72

H(z)=-35+1.5z"+

Si M<N realizamos una descomposicion en fracciones simples. Vamos a
distinguir 2 casos:

e Polos simples (multiplicidad 1).
e Polos de multiplicidad mayor que 1

Polos simples:

Si H(z) tiene N polos simples en z = p, podemos expresar

A
s kZ:I: (1 - psz1 )

Ay: Residuos de H(z) en dicho polo. Los residuos se pueden calcular como:

A, =(1-pz HYH(2)

Z=Pk
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La transformada inversa de cada una de las fracciones simples es
inmediata. Para sistemas causales, cada fraccion simple tiene una ROC
|z|>|p,| y da lugar a un término del tipo:

h(n) = A4,(p,)"uln]
La inversa sera:

h(n) =Y 4,(p,)"uln]

Ejemplo:
Calcula la respuesta impulsional de un sistema causal cuya funcion de
transferencia es

H(z)= z(z+2) _ 1—_|;2zf1 _
(z—-0.2)(z+0.6) (1-02z7)1+0.6z7)

Si descomponemos en fracciones simples:

Al A2
+
1-02z"  1+0.6z

H(z)=

Ahora calculamos los residuos,

1+2z7"
4,=01-02zYH(2)| _,,=———| =275
2 1+0.627 |,
1+2z7"
A,=(1+0.6z"H(2)|__ :—_1‘ =17
06 1-0.2z Y
Luego,
H(z)= 2.75 1.75

1-02z" 1406z
h[n] =2.75(0.2)" u[n]—1.75(~0.6)"u[n]

Polos de multiplicidad superior a 1:

Si H(z) tiene N polos simples en z=p, y un polo de multiplicidad L en
z=q la descomposicion general es:
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N

M- L Ak L Bk

mmzzﬂﬂ*+2 T+

k=0 o l—pz k=1 (l_qz_l)k

El calculo de los Ay es idéntico y para los By utilizaremos la expresion:

B, = 1 Ik dL;kL x
(L-K)(=q) " d(z")"

b—qiﬂﬁﬂﬂlwlskSL

Se puede obtener la expresion general de la transformada inversa de

términos tipo:

B

P(z)=—*—— ——
(I-gqz7)

mediante la integracion de contorno o mediante la propiedad de derivacion.
4.4 Analisis de sistemas LTI utilizando la Transformada Z.

En este apartado veremos como se puede hacer un estudio de las
caracteristicas de un sistema LTI, estabilidad, causalidad, determinacion de
la salida ante una entrada determinada, etc, a partir de su funcién de
transferencia. Trabajaremos con polinomios en la variable z, en lugar de
utilizar ecuaciones en diferencias.

4.4.1. Respuesta de sistemas con funcion de transferencia racional.

Consideremos un sistema cuya funcidén de transferencia es una funcidon
racional al que aplicamos una entrada que también puede representarse
mediante una funcién racional de la variable z.

_Y@) _B@)_ X5 NE)

HO=50"4 D(z)

La salida del sistema sera:

B(:) NG)

Y(z2)=H(z)- X(2)= 4() D(2)

Si el sistema tiene N polos simples en z=p,, y la entrada tiene L polos
simples en z=¢g, y no hay cancelaciones polo cero, la salida total del
sistema, haciendo una descomposicion en fracciones simples tenemos:
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N L
i)=Y A4,(p, ) u(n)+> 0,(q, ) u(n)
k=1 k=1
RESPUESTA NATURAL RESPUESTA FORZADA

RESPUESTA NATURAL: es funcion de los polos del sistema; la
influencia de la sefal de entrada aparece en el calculo de los coeficientes
Ay

RESPUESTA FORZADA: es funcién de los polos de la sefial de entrada;
la influencia del sistema aparece en el calculo de los coeficientes Q.

4.4.2 Respuesta transitoria y en régimen permanente (estacionaria)

Del apartado anterior sabemos que la respuesta de un sistema la podemos
poner como la suma de la respuesta natural y,, y la respuesta forzada yy.

Va(m) =2 4(p, ) u(n)

si |p,|<1 la respuesta natural decaerd a cero a medida que » aumenta. Nos

referimos a la RESPUESTA TRANSITORIA, del sistema. La rapidez del
decaimiento depende de la proximidad de los polos a la circunferencia
unidad.

La respuesta forzada tiene la forma:
L
Yy () =2 0,(q.) u(n)
k=1

Si los polos verifican la misma condicion que hemos citado en el parrafo
anterior, dicha respuesta también decaera exponencialmente a cero. Esto es
logico si consideramos entradas de tipo transitorio; es decir, que so6lo
actiian en un determinado instante.

Si la entrada persiste indefinidamente, como ocurre con una sinusoide, o un
escalon, la respuesta forzada persiste también para todo »>0, se habla
entonces de RESPUESTA EN REGIMEN PERMANENTE.
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Ejemplo:

Calcula la respuesta transitoria y en régimen permanente de un sistema
causal con ecuacion en diferencias

y(n)=0.5y(n—-1)+ x(n)
ante la entrada x(n) = IOcos(”%)u(n)

Solucidn:
Tomando transformadas Z en la ecuacion en diferencias tenemos:

Y(z) 1
X(z) 1-05z"

Y(z2)=05z""Y(2)+ X(z) = H(z)= |2[>0.5

De la tabla de transformadas obtenemos que la TZ de la entrada es:

10[1—\521

2
X)) =———=% [7>1

1- \/52_1 +z72

10(1— ‘/2_2“}
Luego Y(z2)=H(2)X(z) = (1 2 z‘le -0 52_1)

Si calculamos las raices del denominador y descomponemos en fracciones
simples tenemos:

+jﬁ
polos z,=e *

— 1 .90 6.78 e*j04505 6.78 e(/‘O.SOS
+ +

1-0.5z"" L -z
4z

l—-e 4z 1-

Y(z)=

Si calculamos transformadas inversas
y(n)= {— 1.90 (0.5)" +6.78 e"f°'5°°5ej77 1678 e+jo‘soose*/j" u(n)

La respuesta natural o transitoria sera:
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y,,(n) =-1.90 (0.5)"u(n) , que tiende a 0 para 7 — o
Y la respuesta en régimen permanente:

T
—n
4

v, (n)= [6.78 05005747 | 6 78 10505, }u(n) =13.56 cos(%n - 0.5005)

La respuesta en régimen permanente no se anula, al igual que ocurre con la
entrada. En el siguiente tema veremos un procedimiento mas sencillo para
el calculo de la respuesta estacionaria utilizando la respuesta en frecuencia
del sistema.

4.4.3 Causalidad, estabilidad y diagrama de polos y ceros.
Causalidad:
Un sistema LTI es causal si

h(n)=0 n<0

Sabemos que la ROC de una secuencia causal es el exterior de un circulo
de radio r, luego:

Un sistema LTI es causal si y solo si la ROC de la funcion de transferencia
es el exterior de una circunferencia de radio r <o incluyendo z =

Estabilidad:

Estabilidad BIBO para sistema LTI implica

0

D |h(n)] <0

n=-—00

La funcion de transferencia para este sistema es:

H(z)= ih(n) z

n=-—00
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Si evaluamos la H(z) sobre la circunferencia unidad; es decir, |z[=1 y

calculamos su modulo,

-n
z

|H(z)|< i|h(n)z_” :i|h(n)| = i|h(n)|

=1 n=

Es decir

0

()< 3 o)

n=-w

Esto implica que sobre la circunferencia unidad la transformada Z no debe
hacerse infinita, o lo que es lo mismo, la circunferencia unidad esta
contenida en la ROC.

Un sistema LTI es estable BIBO si y solo si la circunferencia unidad esté
contenida en la ROC.

Las propiedades de CAUSALIDAD Y ESTABILIDAD son independientes
entre si.

Si combinamos ambas propiedades, de acuerdo con las conclusiones
anteriores tenemos:

LTI CAUSAL +ESTABLE
. |z| =1, INCLUIDO EN LA ROC
LTI ANTICAUSAL + ESTABLE

e LTI CAUSAL+ESTABLE: < POLOS EN EL INTERIOR DEL
CIRCULO UNIDAD

e LTI ANTICAUSAL+ESTABLE <> POLOS EN EL EXTERIOR
DEL CIRCULO UNIDAD

Las dos ultimas propiedades se pueden verificar facilmente. Consideremos
un sistema LTI causal expresado como:

H(zy=Y
o 1= p/C[1
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si calculamos Transformadas Z inversas
K K
h(n) = Z A4,(p) u(n) = Z h, (n)
k=1 k=1

Para que la TZ de cada una de las Fracciones simples converja se debe
cumplir que:

Pr
z

<1

La ROC sera

2> P = max|p|.

Luego si el sistema es causal y estable los polos deben estar dentro del
circulo unidad. (si estuviesen fuera H(z) seria infinito en dichos puntos, y la
circunferencia unidad no perteneceria a la ROC).

La implicacion inversa también es cierta; es decir

Si |p,|<1 parak=1,...,K. (polos en el interior del circulo unidad), como

h(n) = ZAk(Pk)”u(n)

el sistema es estable. Veamoslo.
Si calculamos la condicion de estabilidad BIBO

n
<00

0 o K K 0
Z|h(”)| SZZ|Ak||Pk "= Z|Ak|2|pk
n=0 n=0 k=1 k=1 =0

ya que todos los polos tienen mdédulo menor que la unidad la suma infinita
converge.

4.4.4 Polos y region de convergencia

Ya que no pueden haber polos en la regidén de convergencia, seran estos los
que limiten dichas regiones. Por ejemplo para sistema con 2 polos tenemos
3 posibles regiones:
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Region of
Imz convergence Im z
Re z Re z

© Jo B o Je b

(a) (b}
Im z
Region of
convergence
Rez
0 o [

)
Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

a) Las secuencias discretas originales deben ser ambas causales.
b) La secuencia originada a partir del polo en z= 4 es anticausal y la

secuencia originada a partir del polo en z =« es causal.
c) Ambas secuencias son anticausales.

Es decir, tenemos 3 secuencias discretas con la misma transformada Z.

Si el nimero de polos aumenta se incrementa el nimero de secuencias
discretas que van a originar la misma H(z).

Esta es la razon por la que es imprescindible que especifiquemos la ROC
de una TZ racional.

Ejercicio:
La Transformada Z de un sistema LTI viene dada por la expresion:
3-4z"

1-3.5z7" +1.527°
Determina la respuesta impulsional h(n) en cada uno de los siguientes
casos:

a) Es sistema es estable.

b) El sistema es causal.

c) Es sistema es anticausal.

H(z)=
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Ejercicio:
Un sistema LTI causal tiene por Transformada Z
H(z)= ! —, determina su respuesta impulsional.

1-2rcos(w,)+7’z

4.4.5. Funciones de MATLAB relacionadas con la funcion de
transferencia de un sistema discreto.

IMPZ.: permite calcular la respuesta impulsional de un sistema.

FILTER: determina la salida de un sistema ante una entrada arbitraria.
ZPLANE: permite dibujar el diagrama de polos y ceros de un sistema.
RESIDUEZ: permite obtener los coeficientes de la descomposicion en
fracciones simples. (También puede realizar la operacion inversa)
ZP2TF: permite expresar un sistema del que conocemos sus ceros y polos
como una funcion de transferencia cociente de polinomios en Z.

TF2ZP: operacién inversa a la anterior.

Mirar la ayuda en linea de Matlab para cada una de estas funciones y
determina los parametros de entrada y salida.

INTRODUCCION. AL PROCESADO DIGITAL DE SENALES.
VMIVERSITATE IDVALENCIA MARCELINO MARTINEZ SOBER.
OpenCourseWare ANTONIO J. SERRANO LOPEZ
4.28  JUAN GOMEZ SANCHIS CURSO 2009-2010



EscolaTecnica SuperiordE nginyeria

Departament d "Enginyeria Electronica

Resumen.
A continuacidon vamos a dar algunas notas resumen que combinan muchos
de los conceptos vistos hasta ahora y su relacion con la transformada Z.

e La TZ permite transformar ecuaciones en diferencias en ecuaciones
algebraicas.

e Cuando se calcula la 7Z de una secuencia es imprescindible
especificar su ROC.

e Cuando se calcula la transformada inversa de Z (IZ7) de una
secuencia utilizaremos su ROC para determinar si la secuencia es
causal, anticausal o bilateral.

e La IZT de un polinomio de Z (no un cociente) siempre se puede
expresar con funciones J(n)retardadas multiplicadas por los
coeficientes del polinomio.

e La ROC de un sistema no puede contener polos (el sistema se haria
infinito en dichos puntos). Los POLOS delimitan la ROC

e Una secuencia FINITA tiene una ROC que incluye a todo el plano
complejo excepto los puntos |z/=0 (secuencia causal) y

|z| = (secuencia anticausal). Si la secuencia es bilateral ninguno de

los puntos anteriores estard en la ROC.

e Una secuencia CAUSAL con infinitos términos tiene por ROC el
EXTERIOR de un circulo.

e Una secuencia ANTICAUSAL con infinitos términos tiene por ROC
el INTERIOR de un circulo

e Una secuencia BILATERAL con infinitos términos tiene por ROC

un anillo.
e Elcociente H(z)= %Z)) es la funcion de transferencia del sistema.
z
e Si expresamos H(z) como un cociente de polinomios en potencias
positivas de Z. Las raices del numerador son los CEROS del sistema
y las raices del denominador son los POLOS del sistema.
e Sipara z > H(z)=0 el sistema tiene un cero en el infinito.

e Sipara z > H(z)=w» el sistema tiene un polo en el infinito.

e El nimero de ceros y polos de un sistema debe coincidir, teniendo en
cuenta los posibles ceros y polos en el infinito.

e Un sistema causal NO puede tener polos en el infinito.

e Si conocemos la funciéon de transferencia de un sistema H(z)

podemos calcular su salida ante cualquier entrada de la forma
Y(z) = H(z)- X(z). Posteriormente calcularemos y(n) = IZT{¥(z)}
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