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6.- REALIZACION DE SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO.

6.1.- INTRODUCCION.

Los sistemas digitales que hemos analizado responden a una funciéon de transferencia

dada por:

H(z)=—*———

N
k=

Zbk .z

1+ Z a,-z"

1

Dado que la suma de convolucioén nos permite calcular la salida de un sistema LTI , éste seria
un procedimiento adecuado para calcular la respuesta de un sistema ante una determinada
entrada. Esta implementacion es valida para sistemas FIR, ya que la suma de convolucion es

finita, pero no es utilizable para sistemas IIR, en los que se utiliza una implementacion

recursiva.
M
IMPLEMENTACION FIR. y(n)=Y " h(k)x(n—k) (1)
k=0
i M N
IMPLEMENTACION IIR: y(n)=> b, -x(n—k)=> a, - y(n—k) Q)
k=0 k=1

Observamos que, en ambos casos, se trata de una suma de productos entre los coeficientes del
filtro y sefiales de entrada y salida retardadas.
La implementacion puede ser hardware o software, segun la aplicacion. En ambos casos las

sefiales y los coeficientes se representan con precision finita.

La implementacion DIRECTA de un filtro (sin manipular la funcion de transferencia, tal como
indican las ecuaciones 1 y 2), basada en la suma de convolucién o la ecuacion en diferencias
puede no proporcionar resultados satisfactorios debido trabajar con aritmética finita, es por
tanto util analizar implementaciones alternativas que mejoren dichos resultados. Las

representaciones alternativas realizan una reorganizacion del diagrama de bloques.
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Los parametros que van a determinar las prestaciones de una estructura son los

siguientes:

e Efectos de precision finita.
e Complejidad computacional. (Numero de operaciones suma y producto necesarias)
e Requisitos de memoria. (Relacionado con el nimero de retardos presentes)

e Posibilidad de procesado en paralelo.
La representacion de un sistema mediante bloques bésicos conectados entre si se denomina
REALIZACION O ESTRUCTURA. Esta proporciona la relacién entre la entrada y salida y

algunas variables intermedias necesarias para su implementacion.

Cuando se trabaja con precision infinita, todas las estructuras proporcionan idénticos

resultados, sin embargo estos cambian cuando la representacion es finita.

Por ejemplo, dado el siguiente diagrama de bloques:

x[n]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

La ecuacion en diferencias es: y(n)=—a,y(n—1)+byx(n)+bx(n—1), es decir podemos
calcular y(n) para n>-1 conociéndo la condicion inicial y(-1) y la entrada x(n) para n>-1. El
algoritmo de computacion es el siguiente:

yo]=~ay =11+ 501+ b ~1]

V1= =a,y[0]+byx{1]+ b, x[0]

2] ==ay[1]+byx[2]+ b x{1]
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6.2.- Diagramas de bloques.

La respresentacion de diagramas de bloques se realiza mediante los siguientes bloques

Sumador  x[#] 4’%‘9—’ ylr]= x[n]+ w[n]

wr]

basicos:

A
Multiplicador X[#] D > Y n]=A x[n]

Retardo Unidad  X[7] — Z_1 — y|n]= x[n-1]

Bifurcacion  x[n] > l » x[n]

x[n]
La representacion en diagrama de bloques permite:
1. Escribir el algoritmo de computacion.
2. Determinar la relacion entre la entrada y la salida.
3. Manipular dicho diagrama para obtener otros equivalentes (igual relacion entrada-
salida), con distinto algoritmo de computacion.

4. Determinar los requerimientos hardware (Memoria, carga computacional)

Representacién de diagramas de bloques mediante grafos.

Una representacion alternativa a los diagramas de bloques son los GRAFOS. Un grafo esta
formado por un conjunto de nodos conectados por ramas orientadas, y caracterizadas por
una transmitancia de rama. La salida de un nodo es igual a la suma de las sefiales a su
entrada. La siguiente figura muestra un sistema representado mediante diagrama de bloques y

con su grafo correspondiente. Observamos dos nodos especiales:
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Nodo fuente: es aquel que no tiene ramas de entrada.

Nodo sumidero: es aquel que no tiene ramas de salida.

x(n) O by m y(n)

2]

-y b,

Nodo fuente Nodo sumidero
x(n) y(n)

L ®

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis

Algunas propiedades de interés:
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CONEXION ORIGINAL EQUIVALENTE
A B AB
CASCADA xX(n)————>——>y(n) x(n)—»———>y(n)
A
A+B
PARALELO ) y(n)  x(n)—>——>y(n)
B
’ C A AC/(1-AB)
Eklzl\él)lgAClON x(n)y(n) x(n)—»———>y(n)
y C AC/(1-B)

AUTOBUCLE

x(n)y(n) x(n)—»———>y(n)

Para que un diagrama de bloques sea realizable fisicamente no debe tener lazos (bucles) sin
retardos. Si esto ocurre podemos sustituir dicho lazo sin retardo por su sistema equivalente

aplicando las propiedades anteriores.

Estructuras candnicas v no candnicas.

Una estructura se dice que es CANONICA si el nimero de retardos presentes en el diagrama
de bloques coincide con el orden del sistema, en otro caso se dice que es NO canoénica. Un

ejemplo de estructura canodnica es el diagrama de bloques anterior.

Estructuras equivalentes.

Dos diagramas de bloques son EQUIVALENTES si representan a la misma funcion de
transferencia.
Si bien la funcion de transferencia es la misma, las estructuras equivalentes difieren en:

e (Carga computacional

e Robustez ante calculos con registros de longitud finita.

e Sensibilidad frente a la cuantificacion de los coeficientes.
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Obtencién de estructuras equivalentes: la TRASPOSICION.

Un sencillo procedimiento para la obtencion de estructuras equivalentes es la trasposicion. Se

basa en un teorema de la teoria de Grafos que nos dice lo siguiente:

Si en un grafo se intercambian la entrada y la salida, y la direccion de todas las ramas, el

grafo obtenido es equivalente al original.

Como consecuencia del cambio de sentido de todas las ramas los nodos distribuidores

(bifurcacion) pasaran a ser nodos suma y viceversa.

A lo largo de este capitulo veremos otros procedimientos para la obtencion de estructuras

equivalentes.
TRASPOSICION DE UNA ESTRUCTURA
ENTRADA <---> SALIDA
NODO FUENTE <---> NODO SUMIDERO
NODO SUMADOR <---> NODO DISTRIBUIDOR
FORMA ORIGINAL FORMA TRASPUESTA
x(n) »(n) y(n) x(n)
+
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6.3.- Estructuras Basicas para sistemas FIR.

6.3.1.- Forma directa I

Se dice que una estructura es DIRECTA cuando los coeficientes de los multiplicadores

coinciden con los de la ecuacion en diferencias.

M
Dada la funcion de transferencia de un sistema FIR H(z) =Zh(k)~z_k , Su ecuacion en

k=0
M
diferencias viene dada por y(n) = Zh(k) -x(n—k). Si representamos esta ecuacion mediante
k=0

diagrama de bloques obtenemos la estructura siguiente, para M=4:

x[n—1] x[n-2] x[n-3] x[n—4]

x[n] 3_1—I—bz—1—1—>5—1—I—»5—1

h[0] h[ 1]? h[2] H3] h[4]

v+ ) ") »(+ yn]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

El sistema tiene M+1 coeficientes luego la carga computacional es:
e Productos: M+1
e Sumas: M
La estructura es candnica.
La forma directa I para los filtros FIR también se denomina LINEA DE RETARDO o
FORMA TRANSVERSAL.

La forma traspuesta de esta estructura es:

-1
L
hi4] h[3]
x[n]
INTRODUCCION. AL. PROCESADO DIGITAL DE SENALES.
VI IVERSITATE D VALENC 1A MARCELINO MARTINEZ SOBER.
OpenCourseWare ANTONIO J. SERRANO LOPEZ

6.7 JUAN GOMEZ SANCHIS CURSO 2009-2010



EscolaTecnica Superiord E nginyeria

Departament d "Enginyeria Electronica

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Tanto la forma original como la traspuesta son candnicas.

6.3.2.- Formas en Cascada.

Dada la funcion de transferencia de un filtro FIR, puede ser descompuesta en secciones de

segundo orden de acuerdo con la expresion:
H(z)= h[O]l_[kK:l (I+ B,z + B,,z7) siendo K = A;para Mpary K = M;l para M impar.

En este caso, en la tltima de las secciones f,, =0.

Por ejemplo para M=6, una estructura en cascada formada por bloques representados mediante

la forma directa I vendria dada por:

K[0]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

6.4.- Estructuras Basicas para sistemas IIR.

A partir de la ecuacion en diferencias de un filtro IIR lo primero que observamos es que
M N

¢ésta esta definida de forma recursiva ( y(n) = Zbk -x(n—k)— Zak -y(n—k)). Dicha
k=0 k=1

recursividad se reflejara en el diagrama de bloques como una realimentacion de la salida

del sistema hacia elementos previos.
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6.4.1.- Formas directas

Dada la funcién de transferencia de un filtro IIR, consideremos expresado como una

descomposicion en cascada de un sistema todo ceros y otro todo polos.

Wi(z)

X(z)— Hy(2) Ho(z2) —1(2)

_W(Z)_ )= S gk
Hl(Z)—X(Z)—P( )_;bk
HZ(Z)_Y(Z)— 1 Ml

Las siguientes figuras muestran la implementacion de H,(z) y H,(z) para N=M=3,

Forma directa I
wln] vln]
w[n]

x[n]

yin-3]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Las ecuaciones en diferencias son:

wn] = byx[n]+bx[n—1]+b,x[n—2]+ b,x[n 3]

yin]=wln]=ayln-1]-a,y[n-2]-a;y[n-3]
La conexion en cascada de ambos diagramas, como se muestra en la figura anterior se

denomina FORMA DIRECTA 1. Esta estructura no es canonica ya que el sistema es de
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orden=max(N,M)=3 y el nimero de retardos es 6. La version traspuesta de la forma directa I
se muestra en la siguiente figura.

Forma directa I. Traspuesta

2] =@ * 0 yln]
1 71
4,_ 1 -a, b, )
z | _a, Z
-1 L b2 -1
b _83 b3 <

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Por otra parte, teniendo en cuenta que la conexidon en cascada es conmutativa podemos
intercambiar la conexion dando lugar a una estructura equivalente que tiene la particularidad
que podemos eliminar una de las ramas centrales ya que en ambas tenemos las mismas sefiales

en los nodos 1--> 1" 2--> 2’ y 3--> 3’ tal como se indica en la figura.

b,

=$
=:+:

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra
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En la siguiente figura mostramos la estructura resultante, llamada FORMA DIRECTA 11 (a), y
su version traspuesta (b).
Ambas estructuras son CANONICAS. El nimero de productos es el mismo en ambas, y si
consideramos sumas de 2 sumandos, el nimero de sumas también coincide (Téngase en

cuenta que en la rama central hay 2 sumas de 3 sumando cada una.)

1
l:bl i ‘al:]
=1
b, : —a,

1

by =y

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

6.4.2.- Descomposiciones en cascada IIR.

Expresando el numerador y denominador de la funcion de transferencia como un producto
de polinomios de menor orden (en general de orden 1 para raices reales, y orden 2 para
raices complejas) un filtro digital puede expresarse como una cascada de secciones de
menor orden.

Por ejemplo consideremos un sistema factorizado de la forma:

P(z) _ B(2)R(29)A(2)
D(z)  D\(2)D,(2)Ds(2)

H(z)=

A partir de esta descomposicion tenemos, por una parte, 6 formas distintas de agrupar los

ceros y polos tal como se indica:
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B2) By(2) £,2) B(2) Py (2) P (2)

— —+ — —r —H — — —+
D,(z) D,(2) Dy(z) D,(2) Dy(2) Dy(2)
F(2) B (2) P (2) E(2) B (2) P2

— L 2 3 — —4 —¥ —
Dy(2) D,(2) D,(2) D, (z) Dy(2) Dy(2)
A(2) Py(2) F(2) B(2) By(2) Py(2)

[ - L — [ [ -
Dy(z) Dy(2) D, (2) Dy(2) D,(z) Dy(z)

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

y ademas para cada agrupacion tenemos 6 formas distintas de ordenar las secciones:

ro | | @] | A® o | |0 | | AG
— — — o — — ——— [—*
Dy(2) D,(z) D;(2) Dy(2) Dy(2) Dy(2)

Py(2) F(2) £(2) By(2) P P(2)
27 —+ —r — —=— | — L

D,(2) Di(z) Dy(2) D,(z) Dy(2) Dy(2)
£(2) R By (2) Py (2) Fy(2) @)

— —H & - — 4 — L
D;(2) Di(2) D,(z) Dy(z) D,(2) Dy(2)

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Tenemos un total de 36 combinaciones posibles de conexion en cascada. Cada una de ellas

tiene un comportamiento distinto cuando se trabaja con aritmética de coma fija.

En general H(z) es factorizada en etapas de primer y segundo orden de la forma siguiente:

H(z)=b H L+ fuz” + Puz” con a,, = f3,, =0 para etapas de primer orden
0 X 1+a1kz_1 +0(2,{z"2 o 2 '

Ejemplo:

Representa la forma directa I y una descomposicion es cascada para el sistema

0.44z7'+0.362272+0.02z73
H(Z) — z z z

1+0.4z714+0.18272-0.2273
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0.44+0.36221+0.0222X z7! )

Si factorizamos la expresion anterior obtenemos: H (Z ) = ( 15082140522 =045

Luego los diagramas de bloques obtenidos seran:

Forma directa I1 Descomposicion en Cascada
0.44

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Si analizamos las cargas computacionales, cada bloque de segundo orden requiere 4 Sumas

y 5 Productos.

Las descomposiciones en cascada presentan un buen comportamiento cuanto se trabaja con
registros finitos, ademas la utilizacion de bloques repetidos permite reutilizar el codigo.
Cada etapa de segundo orden se suele implementar mediante la forma directa II para

disminuir el nimero de retardos, dando asi lugar a formas canonicas.

6.4.3.- Descomposicion en paralelo IIR.

Si la funcién de transferencia de un sistema IIR causal se descompone en fracciones
simples y agrupamos en términos de primer y segundo orden, para tener coeficientes reales,
llegamos a una expresion del tipo:

1

+v.,.zZ
H(Z):j/o'i_z 7/Ok ylk

l+a z ' +q. 72 |conay =7, = 0 para polos reales.
k 1k 2k
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Posteriormente cada una de los términos suma de 1% y 2° orden se implementardan con
alguna de las estructuras vistas, en general la forma directa II.
Ejemplo:
Realizar una descomposicion en paralelo del sistema definido por la funcién de

0.44z7' +0.362z72 +0.02z
1404z +0.18272-0.2z"°

transferencia siguiente: H(z) =

. . .., . . . -1
Si realizamos una descomposicion en fracciones simples en potencias de z~ obtenemos:

0.6 ~05-02z"1

1t 1
1-04z"1 1408z 14052

H(z)=-0.1+ 5

Cuyo diagrama de bloques, utilizando la forma directa II, es el siguiente:

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

6.4.4.- Funciones de Matlab relacionadas.

Descomposicion en paralelo (Fracciones simples): [R,P,K] = residuez(B,A)

[B,A] = residuez(R,P,K)
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Descomposicion en Cascada: [SOS,G] = zp2t(Z,P,K)
[SOS,G] = #f2s0s(B,A)
[Z,P,K] = s052zp(SOS,G)
[B,A] = 50s2tf{SOS,QG)

Funciones de filtrado:

Forma Directa II traspuesta: Y=filter(B,A x);

Funciones adicionales:

Raices de un polinomio: roots(C)

Célculo de un polinomio a partir de sus raices: polh(V)

6.4.5.- Implementacion de la realizacion de un sistema digital a partir de su

estructura.

Sabemos que Matlab tiene funciones para implementar eficientemente las estructuras
analizadas a partir de su funcion de transferencia, sin embargo, podemos implementar
cualquier estructura a partir de las ecuaciones en diferencias obtenidas de su diagrama de
bloques. Cada diagrama de bloques genera unas ecuaciones en diferencias diferentes con un
distinto nimero de operaciones suma y producto. Veamos un ejemplo y su implementacion
en Matlab mediante bucles.

Consideremos un sistema de segundo orden implementado mediante la forma directa Il y la
forma directa II traspuesta.

Para ejecutar los programas que se indican es necesario dar valores a los coeficientes de los

filtros y definir la variable de entrada x(n) que se desea filtrar. Por ejemplo

x=randn( 1, 1000);
b0=1; bl=2; b2=0.5;
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al=0.5; a2=0. 75;

Forma directa I1I.

y(n) Ecuaciones :

x(n) win) b

y(n)=b, -w(n)+b, -wn-1)+b, -w(n-2)

w(n)=x(n)—a, - wn-1)—a, -wn-2)

Cddigo Matlab de la implementacion:

%Implementacion de la forma directa Il

%Necesitamos almacenar 3 valores de w(n)

%x(n) sera la sencuencia de entrada que queremos filtrar e y(n) la salida
% Los coeficientes del filtro seran b0,b1,b2, a1, a2

w=zeros(1,3);

%Definimos un vector de tantos elementos como retardos tiene la variable
%intermedia

% w(n) -->w(3)

% w(n-1) --> w(2)

% w(n-2) --> w(1)

%lteracion

N=length(x); %Numero de elementos de la secuencia

for n=1:N

%Hemos de tener en cuenta el orden para el calculo de las ecuaciones
w(3)=x(n)-a1*w(2)-a2*w(1);

y(n)=b0*w(3) +b1*w(2) +b2*w(1);

%Ahora cambiamos los valores de la variable w para la iteracion
%siguiente

w(1)=w(2);
wW(2)=w(3);
end
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Forma directa II traspuesta

x(n) b, @ y(n) X Ecuaciones :
?
e
b, r(n)G:—D -a y(n) = x(n)+r(n-1)
> -——
r(n)=b, -x(n)—a, - y(n)+q(n-1)
g(n) = b, -x(n)— a, - y(n)
b, q(né -t
L > -—e—

Cddigo Matlab de la implementacion:

%Implementacion de la forma directa Il traspuesta

%Necesitamos almacenar 2 valores de r(n) y q(n)

%x(n) sera la sencuencia de entrada que queremos filtrar e y(n) la salida
% Los coeficientes del filtro seran b0,b1,b2, a1, a2

g=zeros(1,2); r=zeros(1,2);

%Definimos un vector de tantos elementos como retardos tiene la variable
%intermedia

% q(n) --> q(2)

% q(n-1) -->q(1)

% r(n) -->r(2)

% r(n-1) -->r(1)

%lteracion

N=length(x); %Numero de elementos de la secuencia

for n=1:N

%Hemos de tener en cuenta el orden para el calculo de las ecuaciones
y(n)=x(n) +r(1);

r(2)=b0*x(n)-a1*y(n) +q(1);

a(2)=b1"x(n)-a2*y(n);

q(1)=q(2); %Movemos valores para la siguiente iteracion

r(1)=r(2);
end
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Observamos que aunque se trata del mismo filtro de segundo orden, dependiendo de la
estructura elegida las ecuaciones para su implementacion son distintas. Cuando trabajamos
con precision total (P. Ej. Matlab) los resultados son idénticos con ambos programas; sin
embargo, cuando se trabaja en un micro o un DSP de coma fija los resultados son diferentes

ya que el nimero de multiplicaciones y sumas es distinto.
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