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Tema 5. Analisis de Fourier para Senales y Sistemas Discretos.

En el tema 3 hemos hecho un estudio de los sistemas discretos en el
dominio temporal. Esto nos ha permitido realizar una caracterizacion de los
mismos y hacer un estudio de sus propiedades, linealidad, estabilidad, etc.
En el tema 4 introdujimos la transformada Z, que nos ha permitido realizar
una representacion alternativa de las sefiales y sistemas discretos que
facilita su andlisis.

Otra forma de representar las sefales y sistemas es en el dominio
frecuencial. En este sentido las sehales van a quedar definidas por las
distintas frecuencias contenidas en las mismas, y los sistemas por como
modificaran las frecuencias de una sefial aplicada a su entrada Conceptos
como espectro, respuesta en frecuencia etc, seran analizados en este tema.
En el estudio de los sistemas LTI las sefiales sinusoidales y las
exponenciales complejas juegan un papel muy importante, ya que como
veremos, cuando un sistema de estas caracteristicas es excitado con alguna
de estas entradas su salida vuelve a ser una exponencial compleja o
sinusoide con la misma frecuencia, modificando Ginicamente su amplitud y
su fase. Esta propiedad hace que la representacion de las senales mediante
sinusoides o exponenciales complejas; representaciones de Fourier, sea de
gran utilidad.

5.1. Transformada de Fourier de una secuencia.
5.1.1 Definicion

Se define la TRANSFORMADA DE FOURIER EN TIEMPO DISCRETO
(DTFT), de una secuencia discreta x[r], y lo indicamos como X (ej“’) como
X(e'”) = Zx[n]e_j‘” "

n=—0

X(e’”) es una funcion compleja de la variable real ® y puede expresarse
como:

Forma binoémica: X=X, () +jX, ()

X (') =|X (™))"
0(w) = arg{X (")}

Forma Polar:
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e Tanto el modulo,

X (ef‘”)| como la fase, d(w), son funciones reales de

la variable .

e Ala DTFT se le suele denominar ESPECTRO DE FOURIER.
o |X(e™)|: es el ESPECTRO DE AMPLITUD.

o O(w):esel ESPECTRO DE FASE.

e El espectro de fase no es  Unico ya  que:
X(eja)) _ |X(eja))|ej9(w+2zrk) _ |X(ejw)|ej9(a))

o Cuando el valor de la fase esta en el intervalo -z <8(w) <, se
habla del VALOR PRINCIPAL DE LA FASE.

e La DTFT es una funcion continua de variable o.

Ejercicio:

Verificar que para una secuencia real |X ) y X,(”) son funciones

pares de la variable .
Verificar que para una secuencia real O(w) y X, (e/”) son funciones

impares de la variable .

Periodicidad del Espectro:
El espectro de una sefal es una funcién periddica de periodo 27z .

o0

X(eja)+27rk) — Zx[n]e—j(w+2ﬂk)n: Z x[n]e—ja)nq—iﬂécn —
1

n=-—oo n=—oo

= Zx[n]eij”’ "= X(e’”) k,entero

Ejemplo 1:
DTFT de la secuencia impulso unitario: x[n]=[n]

A = i§[n]e’j‘”" =0[0]=1
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Ejemplo 2:
DTFT de la secuencia x[n]=a"u[n], |a|<1

X(e'”) = ia”u[n]e’j“’" =ia”e’j“’" =§:(0¢e’j“’)” =—1 !
n=0 n=0

n=—x

ya que|a e’

=|e| <1

Para «=0.5 la gréafica es la mostrada a continuacion. Hemos representado

o en el intervalo [-3m,3m]. Se aprecia claramente la periodicidad del
espectro, y al tratarse de una secuencia real, la simetria del espectro en
amplitud y la antisimetria del espectro de fase.

Secuencia real x(n)=(0.5)" u(n)
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5.1.2. Transformada de Fourier en tiempo Discreto Inversa.

Dada la DTFT de una secuencia x[n], podemos recuperar la secuencia
original mediante la transformada Inversa definida como la integral:

1 ~ -
x[n]=— | X (')’ dw
[n] 2ﬂ£( )

Donde el intervalo de integracion se ha limitado al intervalo [-mt,nt] debido
al la periodicidad del espectro.

5.1.3. Convergencia de la DTFT.

Hemos visto que la DTFT es una serie de potencias. Para que exista la
transformada es necesario que dicha serie converja. Si definimos la
secuencia:

X ()= ix[n]ej“’”

al tratarse de una secuencia finita la suma siempre existe. Si la suma sigue
existiendo para K — «, tendremos la DTFT de una secuencia. Luego si la
transformada existe se debe verificar que:

11<im|X(ej‘”) ~ X, (e")=0
Si la secuencia x[n] es absolutamente sumable tenemos

< i|x[n]| <

n=—00

ﬁ:x[n]e—jwn

n=-—00

[xe)|=

Luego, basta que la secuencia seca absolutamente sumable para que exista
la transformada.

Ejemplo: x[n]=c"uln] |o|<1 es absolutamente sumable, por lo que la
transformada existe, tal como hemos comprobado anteriormente.

1

o0 0
Z|a”|u[n] = z a'|=—— <o
n=-wn n=0 1- |a|
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Luego la transformada X(e’”) converge a 1/(1-ae™’”) uniformemente.

Sabemos que una secuencia absolutamente sumable tiene energia finita, ya

0 o0 2
que se verifica Z|x[n]|2 S(Z|x[n]|j , sin embargo lo contrario no es cierto;

n=—00 n=—00

es decir, hay sefiales con energia finita que no son absolutamente sumables
como por ejemplo:
1/n n>0
x[n]=

0 n<0

Si calculamos la suma de su médulo nos aparece la serie armonica, que
sabemos que es divergente, pero si calculamos su energia obtenemos una

serie que si converge.
w [1)
S[2)-
n=1 n

0 1 2 71_2
E = | =2
=26 -%

Para este tipo de secuencias con energia finita pero no absolutamente
sumables, para que se puedan representar mediante la DTFT se exige que
sean cuadrado sumables; es decir,

11(i£1010_]£|X(ef‘”) ~ X (@) do=0
con

K
X(@)= Y e
n=—K

La expresion anterior nos indica que es necesario que la energia total del
error entre la representacion de la sefial y su transformada se aproxime a 0
para k — .
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Ejemplo:
Calcula la IDTFT de una sefial que vale 1 en el intervalo [-w_,,] y cero en
el resto de frecuencias. ;Qué secuencia se obtiene ?.

Segtn nos indican la transformada es:

H (&)= 1, 0£|w|£a)c
i€ = 0, o, <|a)|S7r
y su representacion grafica
Hyp(e’®)
1

T . 0 €. T
Si determinamos la secuencia origen mediante la transformada inversa,

holn)=— [ o=
2z 2\ jn jn Tn

O

_sinw.n

—0o<n<®0

Observamos que se trata de una secuencia que no es absolutamente
sumable, pero si es cuadrado sumable; es decir, la secuencia

K K s
i Smw.n _;
2 th[n]e jon _ 2 Gl jon
n=—K

n=-K mn

no convergera uniformemente a H,,(e’”) pero si en sentido cuadratico.
Esto se aprecia claramente mediante una representacion grafica (w, = 0.57).
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K=1000 K=2000
1.1
1.2
Efecto GIBBS . =
5 11 ece 5 1.05 Efecfo GIBBS
g 1 2 1
<0.9 <
0.8 0.95
0.48 049 05 0.51 0.48 0.49 0.5 0.51
W W
K=3000 K=4000
1.5 1.5
z 1 z 1
: :
1S 1S
<05 <05
0 0
-1 0 1 -1 0 1
W/t W/t

Observamos la presencia de oscilaciones alrededor del punto «,. El nimero

de oscilaciones depende de K. Observamos que a medida que se
incrementa su valor el error se reduce, sin embargo siempre se observa una

sobreoscilacion de amplitud constante cerca de la discontinuidad que se
conoce como EFECTO GIBBS.

Existen secuencias que no son ni absolutamente sumables ni cuadrado
sumables, como ocurre con la secuencia escalon unidad. En estas

circunstancias también es posible definir la transformada de Fourier de las
mismas.

5.1.4. Propiedades de la Transformada de Fourier.

Andlogamente a lo explicado cuando vimos la transformada Z, la
transformada de Fourier tiene las siguientes propiedades:
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Propiedad Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia

Notacion z(n) X(w)

£y (ﬂ) X1 ((.u)

z2(n) Xa(w)
Linealidad a171(n) + azaza(n) a1 X5 (w) + a2 X2 (w)
Desplazamiento temporal z(n — k) e Ik X (w)
Reflexién temporal z(-n) X(~w)
Convolucién z1(n) * z2(n) X1 (w)Xo(w)
Correlacién Trrzs (1) = 1 (1) * 22(—1)  Sepes (W) = X1 (w)X2(—w)

= X1 (w) X3 (@)
[si z2(n) es real]
Teorema de Tez (1) Sze(w)
Wiener—Khintchine
Desplazamiento frecuencial 70" z(n) X(w — wo)
Modulacién z(n) coswon %X(w + wo) + %X{w — wo)
Multiplicacién z1(n)z2(n) % / X1(A) Xz (w — N)d
Diferenciacién en el nz(n) jw
dominio de la frecuencia da
Conjugacién z*(n) X" (~w)
Teorema de Parseval Z z1(n)zz(n) = i/ X1 (w) X3 (w)dw
2r J_.,

n=-—oo

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefales. J.G. Proakis

Destacamos las propiedades de convolucidon, que utilizaremos mas
adelante, la propiedad de Modulacién, que nos permite hacer un
desplazamiento en frecuencia de una sefal y la propiedad de multiplicacion
o enventanado que se utiliza como método para el disefio de filtros digitales
de respuesta impulsional finita (FIR)

En ultimo lugar se enuncia el teorema de Parseval, que en el caso en que
x,(n) = x,(n), nos indica que la energia de una secuencia, calculada como
suma de sus muestras coincide con el éarea encerrada por la curva
S (@)= X(0)X (0)=|X(o) en un periodo, dividida por 2m. Es decir la
energia en el dominio temporal y frecuencial coinciden. A la magnitud
S.(@)=|X (o) se le denomina DENSIDAD ESPECTRAL DE ENERGIA

Tabla Resumen Transformada y Series de Fourier:

Dado que durante el estudio de sistemas continuos, el curso pasado,
también se analizo la transformada de Fourier para sefiales continuas
periddicas y no periddicas y aqui se ha introducido la transformada para
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sefiales discretas no periodicas se muestra la siguiente tabla que contiene
las ecuaciones de andlisis y sintesis en cada uno de los casos.

Senales aperiddicas Sefiales periddicas
Transformadas de Fourier Series de Fourier
o £ 0 = -
g 5 g s
=2 et =3 »-..1',___ =
2 1 = =
s — g - g’
‘: g & w ‘(2 S . 2
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B = = g — &
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- - gl g =
g g 5 g o g
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. qr g,
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Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis
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5.2Respuesta en Frecuencia de un sistema LTI.

Dado un sistema LTI sabemos que la relacion entrada salida viene dada
por:

yin]

-

x[n] —  h#]

nl="Y hk]x{n — k]

Consideremos una entrada de tipo exponencial compleja

__ _jon

x[n]=e’"", —o<n<w®
La salida sera

yln]= ih[k]e”"("”‘) = [ ih[k]eﬁm kj ol

como
H(e™)= Y hlkle "
k=—0

Podemos escribir,

VIn]= H(e’”) x(n) = H(e'”)-e’"

Se denomina RESPUESTA EN FRECUENCIA, de un sistema LTI, a la
transformada de Fourier en Tiempo Discreto de su Respuesta Impulsional.

La expresion recuadrada es muy importante ya que nos indica que si la
entrada a un sistema LTI es una exponencial compleja la salida es otra
exponencial compleja modificada en amplitud y fase por un factor que
viene dado por la respuesta en frecuencia del sistema. Se dice que las
exponenciales complejas son FUNCIONES PROPIAS del sistema.

Todas las propiedades que hemos indicado al estudiar la DTFT seran
aplicables a la Respuesta en Frecuencia de un sistema. A continuacion
indicamos algunas caracteristicas de esta magnitud.
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e H(e’”) Constituye una caracterizacion del sistema en el dominio de
la Frecuencia.

e Se trata de una funcién compleja de la variable continua .

e’ donde |H (') es la

e Podemos expresarla como H(e’”) =|H(ef’“)

respuesta en modulo del sistema discreto y H(Ut))es la respuesta en
fase. Ambas son funcion reales de la variable .

e H(e'”)es periddica de periodo 2.

e En ocasiones la Magnitud se expresa en Decibelios como
G(w) =20log, |H (e™)| dB

Ejemplo: Calculo de la respuesta en frecuencia de un sistema de
promediado movil de M muestras.

La ecuacion en diferencias del sistema es:

M-1

)= Y sl k]

k=0

La respuesta impulsional viene dada por

| _
h[n]:{odl 0<n<M-—1

en otro caso

Aplicando la definicion de respuesta en frecuencia

M-1

- 1 - 1
H jo —- —jwn:_.—
™) anz(;e M 1-¢e/°

l_eija)

Donde hemos aplicado la expresion para la suma de una progresion
geométrica. Si sacamos factor comun ¢ /*’* en el numerador y ¢”/“"*en el
denominador podemos expresar como el cociente entre dos sefales
sinusoidales.
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M-l —iMw/2 jMa /2 —jMaw /2
Hewy= L Sl o L T e e
= - —j@l2 jol2 —jel2
M = M e e —e
H(e™) = 1 sin(Mw/2) o iM-Do2

M sin(w/2)
De la expresion anterior es inmediato el calculo de su moddulo y fase.
Tenemos
Médulo: [H (e = 1 sinMw/2)
M sin(w/2)

(M -Do

2
Si representamos para diversos valores de M tenemos:

Fase: 0(w)=
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Veamos como la respuesta en frecuencia de un sistema nos proporciona
también la salida del mismo en régimen estacionario ante una sefial de
entrada sinusoidal.

5.3. Respuesta de un sistema LTI ante una entrada sinusoidal

Analogamente al procedimiento seguido con la sefial exponencial

compleja, vamos a determinar la salida ante sefiales de tipo sinusoidal.
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Esperamos que el resultado sea analogo ya que una sinusoide puede

descomponerse en una suma de exponenciales complejas.

Sea la entrada x[n]= Acos(w,n+¢), —oo<n<o podemos expresarla

como:
x[n] = g[n]+g*[n]
con

P

1
n|l=—A4e
g[n] 2

Sabemos que la salida para una entrada ¢’*" es:

H(ejwa )ejwa"
Como la DTFT es lineal, la salida sera

1 o
vin]= 5 Ae’’ H(e" )e’""
y para la entrada g[r], las salida sera
1 —j¢ —Jjo, —jo,n
V*[n]ZEAe P H(e " )e
La salida total sera la suma de ambas
1 ¢ jo Jj@on 1 -jé -jo, —jw,n
y[n]zv[n]+v*[n]=EAe’ H(e’" )e’ +5Ae PH(e" )e '™
Expresando la respuesta en frecuencia en forma polar, y aplicando que el
modulo es una funcidén par (‘H (ef‘”ﬂ”) = ‘H (e’f“’O”)) y la fase impar

(0l )= ()

yn]= % A‘ H(e™) {eje(wo)em oI o 100,) 5id oy }

Obtenemos

y(n) = A|H(ej‘”“ lcos(a)nn +6(w,)+9)

La salida es una sinusoide de la misma frecuencia, que ha modificado
su amplitud y su fase por un factor correspondientes al modulo y la
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fase de la respuesta en frecuencia del sistema, evaluado a la frecuencia
de la sinusoide.

Este resultado es muy ttil ya que nos permitira calcular la salida de un
sistema ante una entrada sinusoidal conociendo unicamente la respuesta en
frecuencia del mismo.

5.4 Aplicacion subita de exponenciales complejas a un sistema LTI.

Los resultados anteriores se han obtenido considerando exponenciales
complejas y sinusoides que actual en el intervalo —ow <n<ow. Sin embargo
lo habitual para un sistema causal es que la entrada se aplique a partir de un
determinado instante n=n, .

Consideremos un sistema LTI causal al que se le aplica una entrada
x[n] = e’”u[n]

Podemos calcular la salida mediante la suma de convolucidon
y[n]= ih[k]x[n —-k]= ih[k] ej‘"("'k)u[n —k]
k=—0 k=—0

Si determinamos los limites del sumatorio teniendo en cuenta que el
sistema es causal, obtenemos que para n<0 y/n]/=0y para valores positivos
de n la expresion resultante es:

Ml = (ih[k]ef“("'“ ju[n]

Esta expresion la podemos escribir como la diferencia entre dos
sumatorios, donde hemos sacado factor comun el término e/ :

y(ﬂ) = (ih[k]e'iwk )eiwn —( ih[k]efi’”k jei!un n=0

k=n+1

y(n)=H (ej”’ )e’“’” —( ih[k]e‘”“”‘ ]ef“’" n>0

k=n+1

La respuesta del sistema estd formada por dos términos.

yn]=y, [n]+ y,[n]
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El primero y,[n] coincide con la salida del sistema ante una entrada que se

extiende -o<n<w y se denomina RESPUESTA EN ESTADO
ESTACIONARIO.

El segundo término y,[n] se denomina RESPUESTA TRANSITORIA, que

ha sido originado por la aplicacién subita de la exponencial compleja
causal al sistema. En algunos casos este término se puede asimilar a cero.
Para que esta salida se pueda despreciar se debe verificar que:

DILGENN

k=n+1 k=0

Zh[k] g Jotkm

k=n+1

|ytr [I’l]| =

Es decir, si el sistema es estable, esta suma estara acotada por lo que para
n— o este término sera despreciable y la respuesta del sistema coincidira
con la respuesta estacionaria. Si el sistema no es estable esto NO ES
CIERTO.

Si el sistema tiene respuesta impulsional FINITA (FIR) con N+1 términos
no nulos 0<n <N, la respuesta transitoria sera 0 para n+1> N, por lo que
un sistema FIR alcanza su estado estacionario para n=N.

Ejemplo: Respuesta transitoria y estacionaria

En las siguientes graficas mostramos la respuesta transitoria y estacionaria
de los siguientes sistemas:

a) h(n) = 0.95"u(n)
b) h(n) =1.1"u(n)
¢) h(n) = {%,—2,2,1}

ante la entrada  x(n)=cos(027n) u(n)

En todas las gréaficas siguientes la parte superior, en color azul, es la salida
total del sistema y en la parte inferior mostramos en color rojo continuo la
respuesta transitoria y en negro la estacionaria. Observamos que solo
cuando el sistema es estable la salida total coincide con la salida en
régimen estacionario para valores grandes de 7.
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a) h(n) =0.95"u(n)

Respuesta del Sistema
2 T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Respuestas transitoria y estacionaria
2 T T T T T T
o
(0] Q fe)
1 : : .
° :
: : °
0 © © S © © © © ©
® l : : : ©
o : : :
-1r : 1 : .
: o
° o
_2 | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b)
h(n)=1.1"u(n)
Respuesta del Sistema
100 ‘ ‘
D
50 8

00600000 mmoommooowwWW‘P?TTTTTTTTTTTW

_50 | 1 | |
0 10 20 30 40 50
Respuestas transitoria y estacionaria
100 \ \ \ ‘
50
0
_50 I I | I
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) h(n) = ﬁ,—z,z,q

Respuesta del Sistema
2 T T T

_2 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Respuestas transitoria y estacionaria
2 T T T T T T
Q
[0 H
? z : o
1 B I I i m
4 :
: : o
0 © © © © © © © ©
[ l : : : ]
(6] : : :
-1 : T : —
: : o
° o
_2 | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

En las graficas tambien apreciamos que el transitorio para un sistema IIR
tiene infinitos términos, mientras que para un sistema FIR la respuesta
transitoria tiene un numero finito de términos.

5.5 Relacion de la transformada de Fourier con la transformada Z.

Definimos la transformada Z de una secuencia x/n/ como:

X(z)= ix[n]z_” ROC:r1, < ‘z‘ <r,

Si expresamos z en forma polar: z=r-¢’”, obtenemos

X(z)= i {x[n]ri ”}eij“’" ROC:r < ‘Z‘ =r<r,

n=-—oo

Es decir podemos interpretar la TZ como la transformada de Fourier de la
secuencia x{n]r~"
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Si la circunferencia unidad estd incluida en la region de convergencia
podemos hacer el cambio z=¢’” con lo que tendremos:

o0

X(Z)‘z:ef‘” =X(0) = Zx[n]e‘j‘“"

n=—ow
Las conclusiones son varias:

e La transforma de Fourier coincide con la transformada Z evaluada
sobre la circunferencia unidad, si ésta se encuentra dentro de la
Region de Convergencia .

e Existen secuencias para las que no existe la transformada Z, pero si
existe la Transformada de Fourier (cuando se restringe la condicion
de convergencia a convergencia en sentido cuadratico en lugar de
exigirse convergencia absoluta) como ocurre con la secuencia

x[n] _ sen(w,n)

Ejemplo:
Determina el espectro en amplitud y Fase del sistema definido por la
ecuacion en diferencias y[n]=x[n]-x[n 1]

Calcula cudl seria la salida de este sistema ante una entrada x[n]= 5003(% nj

Si la entrada fuese x[n]= SCOS(%nju(n) ¢habria algin cambio?.

Podemos resolver de dos formas:

Opcidn 1.
El sistema tiene respuesta impulsional finita de valor h(n) = ﬂ,—l},

Calculando la convolucion:

y[n]=h[n]*x[n]z(5[n]_5[n_1])*<5005(§nj>:scos(gn)_scos(g(n_l)j co<n<om

Opcidn 2.
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Esta procedimiento es mas general ya que no esta limitado a sistemas con
respuesta impulsional finita, si bien la expresion mas general se obtiene de
la inversion de la transformada Z.

Al tratarse de un sistema LTI podemos calcular la salida utilizando la
respuesta en frecuencia. Como la entrada se extiende para valores
—o<n<w, la respuesta del sistema sera la exacta, ya que el término
transitorio sera nulo.

Calcularemos la salida como:

yln]= 5‘ @),

c0s(—n+¢) arg[ o) j

La funcion de transferencia del sistema viene dada por
H(z)=1-z" ROC:|#0

Como la circunferencia unidad pertenece a la ROC podemos calcular la
Respuesta en Frecuencia del Sistema haciendo el cambio z=¢'".

. ’ —J5 .7
Si sacamos factor comun e 2 y tenemos en cuenta la representacion de las
funciones trigonométricas como sumas de exponenciales obtenemos:

H(a)) = eij% 2j- sen(gj =e (57) 2. sen(%)

En esta expresion la obtencion del modulo y la fase es inmediata. Si

. . ~ T
particularizamos para nuestra sefial de entrada « = 3

2sen(£j‘
6

Fase: ¢ =— 3z % donde hemos tenido en cuenta que el sen| Z|>0
2 2 3 6

sino deberiamos haber sumado un desfase adicional de ~.

Modulo:

H (W)L,:g =
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Si sustituimos estos valores en la expresion general dada anteriormente
tenemos:
T VA T
n|=2sen| — |Scos| —n+—
b (6) (3 3J

Si aplicamos las formulas trigonométricas de transformacion de productos
en sumas de sinusoides, es facil probar que,

yln]= SCOS(% n) - SCOS(% (n— l)j
tal como habiamos obtenido.

Si la secuencia de entrada hubiese sido Causalx[n]=5008[%nJu(n), por el

procedimiento 1 hubiésemos obtenido:
y[n]=5 cos(%nju(n) -5 cos(% (n— l)ju(n -1

y por el procedimiento 2,

y.[n]= (5 cos(% nj -5 cos(% (n- 1)Du(n)

que en este caso es la respuesta estacionaria.

Si calculamos las primeras muestras de esta secuencia y las comparamos
con la respuesta exacta ante entrada causal, calculada mediante el
procedimiento 1

5 5
1225,
yre[n] %7 29 s

{52

Tenemos un sistema FIR con N=1, por tanto para n=1 se alcanza el estado
estacionario, tal como obtenemos. Graficamente:
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Respuesta del Sistema y(n)=x(n)-x(n-1), x(n)=5 cos(tm/3)u(n)
w T T T T \2 T T T T

Respuestas transitoria y estacionaria

5 T T © T T

[ o OV, o
: : / Y
0 : S S : :
(6] (6] 0 o
_5 1 c 1 1 1 1 1 c 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ejemplo:
Dibuja la respuesta en frecuencia (modulo y fase) para un sistema causal
cuya relacion entrada salida viene dada por

y(n)=0.5y(n—-1)+ x(n)

Determina cual seria su salida en régimen estacionario para la entrada:

x(n) = —Su(n) + 3cos(% + %)u(n)

Si determinamos la funcidn de transferencia del sistema obtenemos:

H(z)= 1 goc: || > 0.5 ya que la secuencia es causal.
1-0.5z"

Como |z|=1€ ROCpodemos obtener la respuesta en frecuencia haciendo el
cambio z=¢’", luego

H(w) L 1

T1-05¢7°  1-0.5cos(w)+ j0.5sin(e)

1 1
\/(1 -0.5 cos(a)))2 + (0.5 sin(a)))2 - J1+0.5” —cosw

Médulo: |H(w) =
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0.5sin(w) J

Fase: ¢ = —arctan|
1-0.5cos(w)

Si representamos graficamente:

[Hw)

|P(w)](rad)

|H(w)|(dB)

|®(w)|(rad)

Calculemos ahora la salida ante la entrada x(n) = —5u(n) + 3cos(% + %)
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N 1
Esta sefial esta formada por una componente de frecuencia @« =0 y otra de
. T
frecuencia o = X

Si calculamos médulo y fase para estas entradas obtenemos:

1 1

Modulo :|H (@) = = =2
=0 | o V14052 —cosO 0.5
Fase: ¢ =—arctan _05sin©@) 1 _ 0
1—-0.5¢co0s(0)
. 1 1
Médulo:|H(o)|, = = =7 —=0.89
\/1+0.52—cosﬂ 1+0.5
=7 ’
2 0.5sin(%)
Fase: ¢ = —arctan 2 |- —0.46(rad)
V4
1- O.SCOS(E)

Luego la salida en régimen estacionario sera:

¥y == 2-u(n) +3-0.89-cos( -+ 7~ 0.46)u(m)

Los valores del modulo y la fase se pueden obtener aproximadamente de
las graficas de la respuesta en frecuencia. Basta con mirar en las graficas
los valores de amplitud y fase correspondientes a cada una de las
frecuencias.

! Téngase en cuenta que — 5u(72) = 5¢0s(0- 7 + 7)u(n) . Se trata de una sefial de continua luego la
frecuenciaes @ =0 ylafasees ¢ =7 . 3
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o
3]

Jo(w)(rad)

Ejercicio:
Dibuja el espectro en modulo y fase de un pulso cuadrado definido como

1 —=N<n<N
x(n) =
0 enotrocaso

Ejercicio:
Un sistema de procesado digital tiene el diagrama de bloques siguiente:

x(t) — AD H(z)=1+z" DA — y(©

Suponiendo que los convertidores AD y DA son ideales y que la frecuencia de muestreo
es de 300 Hz determina la salida y(t) si la entrada al sistema viene dada por la siguiente
expresion:

x(¢) =3cos(11007) + 2sin(50077) + sin(1507¢)

Si como etapa previa al conversor AD se hubiese colocado con filtro antialiasing que
eliminase todas las frecuencias por encima de 100 Hz, ;Qué sefial hubiésemos obtenido
a la salida ?. ¢ y si el filtro antialiasing se coloca después del AD ?. Justifica tu

respuesta.
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Ejercicio:
Determina la salida en régimen permanente y la salida transitoria de un

sistema LTI cuya respuesta impulsional es h(n)z(%j u(n) cuando se le

aplica una entrada x(n) =3u(n)

5.6 Respuesta en frecuencia de un sistema LTI de coeficientes
constantes: Interpretacion geométrica a partir del diagrama de polos y
ceros.

Sabemos que la funcion de transferencia para un sistema LTI de
coeficientes constantes puede escribirse como:

| by Hi:(z -¢) ¢,» 1<k<u cerosdel sistema
H(z)=z — | = )
a, szl(z -p) Py» 1<k<n polosdelsistema

Si el sistema es estable |Z{=1eROC, por lo que podremos obtener su
respuesta en frecuencia evaluando la TZ en z =¢’”

H(w)= e"”(N'M{b_OJHgI(e—m‘Ck)
% Hk:l (ejw - pk)
H/il ‘ejw - pk‘

b M . N 4
Fase: arg(H(a))) = w(N - M) + arg(—oj + Zarg(ef’” —C )_ Zal‘g(ejw - pk)
k=1 k=1

a,

Moédulo: |H(w) =

by
a

0

Interpretacion Geométrica:
Consideremos un sistema con 2 polos

jo . . .
€" . esun vector cuyo origen es (0,0) y su extremo es la circunferencia
unidad formando un dngulo ® con el semieje positivo de ordenadas.

S [ . C
Py =r€ " . esun vector cuyo origen es (0,0) y su extremo es la posicion

del polo. Tiene modulo r, y forma un angulo ¢ con el semieje positivo de
ordenadas
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Luego

jo . ) .
€ — P -es un vector con origen en p; y final en e’“.

Andalogamente para el otro polo.

(=]

-1 -05 0.5 1

ReaPPart

Luego la interpretacion geométrica de la respuesta en frecuencia a partir del
diagrama de polos y ceros sera la siguente:

La respuesta en frecuencia en modulo para una frecuencia determinada ®
es igual al cociente de los productos de distancias a los ceros, divido por el
producto de distancias a los polos

Analogamente la respuesta en fase para una frecuencia dada es igual a la
suma de las fases de los vectores de los ceros menos la suma de las fases de
los vectores de los polos mas el factor w(N—M) correspondientes a los

ceros o polos en el origen.
Conclusiones:

1. Los polos y ceros en el origen no afectan a la respuesta en frecuencia
en modulo (ya que siempre es 1) pero si afectan a la respuesta en

fase.
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2. Al obtener la respuesta en frecuencia dichos vectores se estan
moviendo en sentido contrario a las agujas del reloj a medida que ®
varia de 0 a 2.

3. Larespuesta en frecuencia es simétrica de 0 a w, y de m a 27, siempre
que los ceros y polos complejos aparezcan como parejas complejas
conjugadas.

4. El vector de un cero tiene su valor minimo en magnitud cuando
®=¢. (Si el cero estd sobre la circunferencia unidad el valor de la
respuesta en frecuencia para esta frecuencia sera cero)

5. El vector de un polo tiene su valor maximo en magnitud cuando
®=¢. (El polo no puede esta sobre la circunferencia unidad ya que
daria lugar a un sistema inestable)

6. Si queremos que un sistema atente determinadas frecuencias de
entrada deberemos colocar ceros sobre la circunferencia unidad para
esas frecuencias.

7. Si queremos que un sistema amplifique determinadas frecuencias de
entrada colocaremos polos a estas frecuencias, cerca de Ia
circunferencia unidad.

La interpretacion geométrica nos permite determinar
APROXIMADAMENTE, cual va a ser la forma de las graficas de la
respuesta en modulo y fase. En ocasiones puede ser util para determinar el
valor de la respuesta en frecuencia en frecuencias concretas, en las que se
puede establecer relaciones geométricas y siempre que el naumero de polos
y ceros no sea muy elevado.

Nota:

Recordar en el dominio digital cuando hablamos de bajas frecuencias
=0, y cuando nos referimos a altas frecuencias w=7, que se
corresponden con z=¢e’ =1y z=¢/" =—1

De la respuesta en frecuencia se deduce que cualquier sistema discreto
realiza modificaciones en la amplitud, fase o ambas magnitudes de las
sefiales que se aplican a su entrada, se dice que este sistema es un FILTRO
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DIGITAL. Por esta razon en muchas ocasiones nos referimos a estos

sistemas como filtros digitales.

La siguiente figura muestra 4 tipos de filtros ideales basicos:

H, o(e™) Hyple™)
0
I
| — 1 i
1
: ik ] |
fan . 0 W n -t w0 We =n
- . - .
Pasa-bajo rasa aiio
0]
HEPIme] Hﬂhlc“r 1
L |
" ’ + m + T
=K =l =0z ey ey K U W 0w
Pasa Banda Elimina Banda

]

Los filtros reales tiene respuestas en frecuencia ligeramente distintas,

veamos los tipos basicos.
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Ejemplos de filtros digitales:
Utilizando la interpretacion geométrica dibuja la respuesta en frecuencia
modulo y fase de los siguientes filtros digitales:

a)Sistema con un cero. H(z)=1-0.8z"

El diagrama de polos y ceros y la respuesta en frecuencia es la siguiente:

2T T T T ™ 2

15
151

1

[H(w)

1t
} 05
05F

Imaginary Part
=)
T T
x
°
g
=]

|P(w)](rad)
o

-2k, ‘ ; ‘ e a
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Part W't

Observamos que este sistema se comporta como un filtro pasa alta, si bien
las transiciones no son abruptas como en el filtro ideal. Por esta razon la
frecuencia a la que se produce la transicion e, (frecuencia corte) no esta

claramente definida.

Para un filtro PASA BAJA real se define la FRECUENCIA DE CORTE
w,, como aquella para la que la ganancia del filtro ha disminuido en un

factor —— respecto del valor que tiene para frecuencia o =0

V2
[#(0)

T2

|H(,)

Si lo expresamos en dB:

H(w,)

(dB)=—20log,,|H (0)| - 3dB

Es decir, es la frecuencia para la que la ganancia ha disminuido en 3dB

Para un filtro PASA-ALTA podemos hacer una definicion analoga
sustituyendo H(0) por H(m)
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b

1-0.8z"

El diagrama de polos y ceros y la respuesta en frecuencia se muestra en la
siguiente grafica. También se indica el procedimiento grafico para
determinar la frecuencia de corte.:

b)Sistema con un polo. H(z) =

15

i ’ 7\
: 10
1.5F : p ~
: % 5
3
1+ 1 ¥ o
: -
0.5r - : “
< : B -10
& 1 -05
>
8 of o) X i
2
E 1
-0.5f E
05
-1 e 1 B
3 0
15} 1 &
-0.5
P S S .
-1 -05 0 05 1 ‘1 -05 0 0.5 1
Real Part /Tt

¢)Sistema de segundo orden con ceros complejos conjugados

H(z)=1-2rcos@ z ' +r’z7

Sabemos que este sistema tiene dos ceros complejos conjugado de valores
c, =re’’

_'9
ci=re”’

y un polo doble en el origen.

Si
H(z)= (1 - clz’1X1 - c*lz’l)

H(w)= (1 —re /@70 Xl —re”’ (“”9))

Las distancias a los ceros desde una frecuencia genérica ® son:
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2
d, = ‘1 +r° —2rcos(w — 6’)‘

d, = ‘1 +77 —2rcos(w + 6’)‘

d)Sistema de segundo orden con polos complejos conjugados.
Las expresiones son analogas al caso anterior, ahora tenemos distancias a
los polos en lugar de a los ceros y r no puede ser igual a la unidad.

1
H(w)= (I=re @ 1= re /@)
Las distancias a los polos desde una frecuencia genérica ® son idénticas a
las anteriores. La respuesta en fase tendra un cambio de signo.

En las siguientes graficas se muestran las respuestas en modulo y fase para
diversos valores de los parametros r'y 0, para los casos ¢) y d)
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Sistema FIR de orden 2. Respuesta en Modulo 6=1v2

10 T

[H(w)|(dB)

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-15 :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 .
Wt
Sistema FIR de orden 2. Respuesta en Modulo r=0.8
15 T T T T

[H(w)|(dB)
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Sistema FIR de orden 2. Respuesta en Fase 6=112

0.8

|P(w)|(rad)

T

-0.8

— r=0.8 |

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sistema FIR de orden 2. Respuesta en Fase r=0.8

|®(w)|(rad)

0 0.1 0.2 0.3
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Sistema IIR de orden 2. Respuesta en Médulo 8=1v2

15 T

[H(w)|(dB)

-10 :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Wt
Sistema IIR de orden 2. Respuesta en Médulo r=0.8
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[H(w)|(dB)
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Sistema IIR de orden 2. Respuesta en Fase 6=172

|P(w)|(rad)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sistema IIR de orden 2. Respuesta en Fase r=0.8
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|®(w)|(rad)
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Conclusiones derivadas de las graficas:

Sistema todo ceros :

La distancia del cero al origen, (r) determina el grado de atenuacion que va
a experimentar la frecuencia en la que el sistema tiene el cero.

La atenuacion maxima de los ceros se obtiene cuando éstos estan colocados
sobre la circunferencia unidad.

Un filtro de segundo orden de estas caracteristicas tiene un comportamiento
de filtro elimina-banda

Sistema todo polos :

La distancia del polo al origen, (r) determina el grado de amplificacion.
Las frecuencias amplificadas son las que se encuentran en las proximidades
del polo.

La amplificacion aumenta a medida que r se aproxima a la unidad. La
respuesta del sistema muestra claramente una resonancia a esta frecuencia,
mucho mas “picada” a medida que r se incrementa.

Un sistema de segundo orden se comporta como un filtro pasa banda

Por lo general el interés se centra en conseguir la respuesta en modulo
deseada para atenuar o amplificar frecuencias ya que hay procedimientos
posteriores para modificar la respuesta en fase si esta no fuese la deseada.

Ejercicio:
Un sistema de 2° orden tiene un polo doble en p,=0.5 y dos ceros

complejos conjugados en ¢,=e 4. Utilizando la interpretacion
geométrica, elige la ganancia del filtro de manera que |H(0)/=1

Ejercicio:
Un filtro digital de primer orden viene descrito por

-1
H(z)= boii ROC:|z|>a

-1
az

a)Determina la ecuacion en diferencias del sistema.
b) ;Se trata de un sistema causal ?
c¢) Dibuja el diagrama de polos y ceros para a=0.5 y b=0.6. ;Es estable ?
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d) Repite el apartado anterior considerando que ROC:|z|<a

e) Para a=-0.5 y b=0.5 determina b, para que el valor maximo de la
respuesta en frecuencia en modulo sea la unidad.

f) Dibuja aproximadamente la respuesta en frecuencia,(amplitud y fase) del
filtro obtenido en el apartado anterior

5.7 Funciones de Matlab Relacionadas:

Freqz: Permite dibujar la respuesta en frecuencia en modulo y fase de un
sistema

%B coeficientes del polinomio del numerador en potencias negativas de Z.
%A coeficientes del polinomio del denomina en potencias negativas de Z.

fregz(B, A ; %0 buja | a respuesta nbdulo y fase en dB
vEl siguiente cbédigo permte personalizar | os
% esul tados, conp elegir escala Ilineal para |a

% epr esent aci On

[h,w =freqz(B, A W;

freqz(B, A ;

W=w pi ; %Nor mal i zanps uni dades
subpl ot (211)

%l egir una del | as siguientes |ineas

pl ot (w, abs(h),"' k") %scal a | i neal

pl ot (w, 20*1 ogl0(abs(h)),"' k") %Repr esent aci 6n en DB
yl abel (" | H(\ onega)| ")

x| abel (' \onega/\pi')

grid on

subpl ot (212)

pl ot (w, unwr ap(angl e( h)
yl abel (" |\ Phi (\ onega) |
x|l abel (" \omega/\pi')

), k')
(rad)")

grid on
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