Tema 3: Encontrar una funcion polindmica que pase
por un conjunto de puntos:

Objetivos:

1. Demostrar la existencia y unicidad del polinomio interpolador de grado menor
o0 igual que m que pasa por m+1 puntos de abscisas distintas.

2. Encontrar una formula que nos dé directamente la expresion del polinomio
interpolador.

3. Encontrar un método para obtener sucesivamente puntos interpolados a medida

que introducimos nuevos puntos para interpolar.

Encontrar un método que nos dé sucesivos términos del polinomio interpolador.

5. Encontrar un método para interpolar conociendo las ordenadas de un conjunto
de puntos y algunas derivadas en los mismos.

6. Entender los problemas de fiabilidad de la interpolacion, especialmente si se
realiza fuera del intervalo en el que se tienen datos (extrapolacion) o se utilizan
polinomios de un grado elevado.

&

Metodologia:

« Deducir enunciados légicamente, trabajando en la medida de lo posible en
grupos pequefios para exponer a continuacion publicamente su demostracion.

o Aplicar algoritmos para resolver problemas en grupos pequerfios, exponiendo a
continuacién publicamente su resolucion.

o Trabajar en aula de informatica elaborando programas para interpolacién y
regresion lineal, ejecutarlos y valorar los resultados obtenidos.

Actividades:

Actividad 1. Teniendo en cuenta la condicion necesaria y suficiente para que un sistema
de ecuaciones lineales sea determinado, el valor del determinante de Vandermonde

Teorema -9: |in| =T ki (Xk-Xi), ¥ la Definicién 9: Diremos que p(x) =Y i=0 " a; X' es un
polinomio interpolador de grado menor o igual que m en los puntos {(X,fk) /
k=0,1...m} si y sélo si, para todo k=0,1...m, p(xx)=fx , demostrar el Teorema 20: Si para
todo ik, xi#xk, entonces existe un Unico polinomio interpolador de grado menor o igual
que m en los puntos {(xk,fx) / k=0,1...m} .

Actividad 2. Teniendo en cuenta que: Y i=0 " Zi= Zk + Y14 Zi para todo k=0,1...m, y
que 14 Ek = Sk [ 14 & j2 Exj para todo i#k demostrar el: Teorema 21: Si para todo
ik, Xi#xk, entonces:

p(x)=Yi=0" fi ([Ta (X-Xj) / [T} (Xi-X;) ). Es el polinomio interpolador de {(x«,fk) /
k=0,1...m} (método de Lagrange).
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Actividad 3.
Problema 10: Dados los puntos

Xk 1 2 4 5

fx 0 2 12 21

Obtener por el método de Lagrange su interpolacion para x=3. (Sugerencia: al aplicar la
formula, escribir primero cada denominador para evitar errores)

Actividad 4. Demostrar el

Teorema 22: Si para todo 1,j=0,1...m, si i#k, entonces Xj#X,

& si i+j<m, entonces p; s el polinomio interpolador de grado menor o igual que j en
{(Xxfk) / k=i,i+1...i+j}entonces para todo j=1...m, i=0,1...m-j,

Pij(X) = ( Xisi-X)Pij2(X) + (X-Xi)Pisj2(X) / Xisj - Xi)

(Sugerencia: comprobar que p;j(Xi)=fi & pij(Xi+j)=fi+j & para todo k=i+1...i+j-1,
Pi.i () =fi )-

Actividad 5. Teniendo en cuenta que, con los p;; definidos en el Teorema 22,
Teorema 23: para todo i=0,1...m & para todo xeR, pio(X) = f; y Teorema 24: pom €s el
polinomio interpolador de grado menor o igual que m en {(xk,fx) / k=0,1...m} , utilizar
el algoritmo:

}{n: fg = pD.DIZ}{:I pIZI.1|:}{:I pglgl:}{:l 7 pulgli}{:l
ety = py gl 7 F'1.1|:}{:|7 P20

Kot fa = Pa gl 7 Pz ()
LEY f3 = Flglul:}{:l (MétOdO de NEVI”e)

Para resolver el: Problema 11: Dados los puntos

Xk 1 2 4

fx 0 2 12

Obtener por el método de Neville su interpolacién para x=3 .
Afiadir a continuacién el punto (xs, f3) = (5, 21) y obtener la nueva interpolacion para
x=3 .Comparar el resultado obtenido con el del problema 10.

Actividad 6. De acuerdo con la Definicién 10: Con {(xx,f) / k=0,1...m} tal que para
todo 1,j=0,1...m, si i#k, entonces xi#xk, definiremos las diferencias divididas
f[Xi,Xi+1,...Xj] mediante f[x;] = f; paratodo i=0,1...m
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f[Xi,Xi+1,Xj] = (f[Xi+1,...Xj] - f[Xi,...Xj.j_] /Xj - Xj ) paratodo i=0,1...m-1, j=i+1,..m

Y calculandolas con el algoritmo:
f[xo]

> f[Xo,Xl]
f[Xj_] > f[X]_,X2 > f[XO,XLXZ] S f[X01Xl,X2,X3]
f[Xz] > f[X X ] > f[Xl,Xz,Xs]
f[Xg] 2313,
Problema 12: comprobar a partir de los puntos
k 0 1 2 3
Xk 1 2 4 5
1 0 2 12 21

Y comparando con los resultados obtenidos por el método de Neville que, para
m=0,1,2,3,

Pm(x) = Y=o f[Xo,-.-Xj] ]‘[izoj'1 (x-xi) es el polinomio interpolador de grado menor o
igual que m en {(Xxfx) / k=0,1...m} (método de Newton).

Actividad 7. Recordando que, de acuerdo con la formula de Taylor:

Teorema -10: pm(x) = Y=o [f9(x0) /j!] (X-Xo) es el polinomio de grado menor o
igual que m que cumple las condiciones pm®(x0)=f?(xo) para j=0,1...m

Asi como que:

Teorema -11: limy_,x; (F(X)-F(xi))/(x-xi) = f'(xi)

Tomaremos: B

Definicién 11: f[X;Xis1,...x;] = FIV(xi)/(j-i)! si xi=xi+1=...=X; y conocemos la derivada de
orden j-i en el punto x; de la funcion f a interpolar (naturalmente, sera también
fi:fi+1:...:fj),

con lo cuél podremos generalizar el método de Newton repitiendo r veces el punto
(x;,fi) si conocemos las derivadas hasta el orden r-1 en x; (interpolacion de Hermite).
Problema 13: Aplicar el método de Newton generalizado a partir de los datos p(0)=1,
p'(0)=2, p(1)=3. Comprobar que el resultado obtenido es el polinomio de grado igual o
inferior a 2 que cumple dichas condiciones.

Actividad 8. Asumiendo que el error de la interpolacién polinémica de grado menor o
igual que m viene dada por:

Teorema -12: f(X)-pm(X) = [f ™P(E)) (m+1)1] [Ti=o™ (X-%i) tal que &(x)e[a,b] tal que
para todo i=0,1...m, x;e[a,b]

Problema 14: Acotar el valor de f(3) suponiendo que

Xk 1 2 4 5

f(x k) 0 2 12 21
Y que la cuarta derivada de la funcion f(x) en el intervalo [1,5] esta entre 1y 2.
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