Tema 8
Proyecciones y Sistemas de

Representacion

Aunque hasta ahora hemos visto figuras, elementos y transformaciones en dos
dimensiones, es evidente que los objetos que nos rodean son tridimensionales, por lo que,
si el objetivo de la Expresion Grafica es representar figuras u objetos de la realidad,
debemos encontrar maneras para realizar esta representacion. En este tema veremos co6mo
podemos representar objetos tridimensionales sobre superficies (normalmente planas)

bidimensionales.

8.1 — Geometria Descriptiva

La geometria descriptiva es la parte de la geometria que tiene como objetivo

representar cuerpos/ figuras/objetos en supetficies planas.

Los objetos del mundo real son siempre tridimensionales, pero los medios de
impresion y comunicaciéon empleados a lo largo de la historia, desde la antigiedad (papiros,
papeles, libros, mapas) hasta la actualidad (pantallas, monitores, tablets) han sido

fundamentalmente bidimensionales. Ia excepcion a esta regla podria ser el globo terraqueo.

La Expresion Grafica se apoya en la geometria descriptiva para representar objetos
del mundo real (tridimensionales) mediante objetos bidimensionales como hojas de papel.
Aunque tradicionalmente se ha empleado el papel como medio casi unico de difusion de la
informacién geométrica, en la actualidad, la utilizacién de computadores ha modificado
sustancialmente esta necesidad. De todas formas, las pantallas de los ordenadores siguen
siendo bidimensionales por lo que sigue siendo necesario buscar maneras de representar

informacién mediante superficies bidimensionales.

Es evidente que, para realizar esta representacion, se necesita una transformacion de
3D a 2D que cumpla ciertas propiedades. Estas transformaciones dependeran del tipo de

aplicacion (militar, ingenierfa, arte, etc.) para las que necesitemos realizar la representacion.

VNIVERSITAT(F D VALENCIA
OpenCourseWare



8.2 — Proyecciones

Para hacer una descripcion bidimensional de un cuerpo fisico tridimensional es
necesario realizar una transformacién de 3D a 2D. A esta transformacidén se le llama

proyeccion.

Informalmente, una proyeccion es una técnica de dibujo empleada para representar

un objeto tridimensional en una superficie.

Matematicamente, una proyeccion es una transformaciéon lineal idempotente
sobre un espacio vectorial. Dichas transformaciones transforman cualquier punto x del
espacio vectorial en un punto de un subespacio imagen de la transformacion. Idempotente
quiere decir que, en caso de que X pertenezca al subespacio imagen, la proyeccién no tiene
efecto, dejando el punto x fijo. Por tanto, aplicar la proyeccién (sobre un elemento) varias
veces (cada una sobre el resultado de la anterior) tiene el mismo efecto que aplicarla una

sola vez.

Por ejemplo, el operador P definido en R3 de la forma siguiente:

X X
Ply|=1lvY
A 0

es un operador que “proyecta” el espacio R3 sobre un espacio de dimensién 2 que
consiste en los vectores cuya coordenada z es 0. En este caso, este espacio coincide con

R;. La aplicacién es idempotente porque:

X X
Ply]=[YVY
0 0

Es decir, aplicar la proyecciéon sobre un punto que ya ha sido proyectado

previamente, no tiene efecto alguno.

En general, cualquier aplicacién que transforma puntos de un sistema de
coordenadas de dimensién n en puntos de un sistema de coordenadas de dimensién m

menor que N, €s una proyeccion.

En geometria, nos interesa solo el conjunto de los nimeros reales con dimensiones 3

y 2. Es decir, sélo nos interesan las proyecciones de R3 en R, (de 3D a 2D).
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Es muy importante comprender que las proyecciones no son aplicaciones
biyectivas. Esto significa que al aplicar una proyeccién no es posible conocer cual es el

elemento original del que procede esa proyeccion.

Por este motivo, al aplicar una proyeccion siempre perdemos informacion, por lo que
con sélo una proyeccién de una figura tridimensional, normalmente no podemos inferir la
estructura tridimensional de la figura. Si lo hacemos es realizando suposiciones, no porque

la proyeccién proporcione, en general, suficiente informacion para ello.

8.2.1 — Tipos de Proyecciones

Al margen de la definicion matematica y de las propiedades algebraicas que pueden
definirse a partir de las proyecciones, lo que nos interesa en la Expresion Grafica es
encontrar formas para proyectar figuras tridimensionales sobre superficies bidimensionales.
Geométricamente, una proyeccion se forma trazando lineas (rayos) que hacen

corresponder los elementos de la figura sobre una superficie de proyeccion.

Esto nos permite realizar una primera clasificaciéon de las proyecciones, segin el tipo

de superficie que escojamos para proyectar:

Proyecciones no planas: aquellas que se realizan sobre superficies no planas

(cilindros, esferas, conos, secciones esféricas, secciones cilindricas, etc.).

Proyecciones planas: aquellas que se realizan sobre un plano. Son las mas comunes

(sobre todo en fotografia, dibujo) y las que usaremos en este curso.
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Figura 8.1 — Proyeccion no plana (izquierda) y plana (derecha).

8.2.2 —Proyecciones No Planas

Una proyeccién no plana consiste en realizar una transformacion entre elementos o
figuras tridimensionales sobre una superficie no plana como una esfera, un cilindro, o

cualquier otra superficie curva similar.

A pesar de que el ojo humano ve con proyeccion aproximadamente esférica (aunque
el cerebro hace correcciones), la complejidad que implica este tipo de proyecciones hace
que habitualmente se empleen aproximaciones mediante superficies planas a la hora de
representar figuras. Las proyecciones no planas no conservan, en general, magnitudes y
angulos al proyectar figuras. De hecho, al ser la superficie de proyeccion curva, ni siquiera
las rectas conservan su forma recta al proyectarse, por lo que es un tipo de proyeccién que

no nos vaya a ser de gran utilidad en ingenieria.

Uno de los usos mas habituales de las proyecciones no planas es en cartogratia. Dado
que La Tierra es una esfera, para representar su geografia se utilizan proyecciones como la
de Mercator, que consisten en proyectar el globo terriqueo sobre un cilindro.

Posteriormente, realizando un corte vertical de este cilindro se obtiene una supetficie plana
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al que llamamos mapa. Casi todos los mapas (como Google Maps) emplean proyecciones

de este tipo, aunque puede haber variaciones en la forma de construir la proyeccion.

La forma mas habitual es trazar rectas perpendiculares al eje norte-sur del planeta.
Estas rectas pueden estar separadas por una cantidad constante o por una cantidad que
dependa de la latitud. En cualquier caso, la manera de proceder es buscar la interseccion de
estas rectas con un cilindro. Las rectas al rotar alrededor sobre el eje norte-sur van

cortando al cilindro y formando el mapa.

Figura 8.2 — Proyeccion cartografica no plana cilindrica y mapa resultante.

8.2.3 —Proyecciones Planas

Si en lugar de proyectar el objeto tridimensional sobre una superficie curva,

realizamos la proyeccion sobre un plano, obtendremos una proyeccion plana.

Para obtener la proyeccién de un objeto sobre un plano, al que denominamos plano
de proyeccion, debemos trazar rectas, que denominamos rectas proyectoras O rayos
proyectantes, desde los puntos caracteristicos del objeto (normalmente los vértices) hacia
un punto, al que llamaremos centro de proyeccién, situado al otro lado del plano de
proyeccion. La interseccion de las rectas proyectantes con el plano de proyeccion

determinara los vértices de la figura proyectada.
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Figura 8.3 — Construccién de una proyeccion plana.

Como se puede intuir, la posicion del centro de proyecciéon modifica de forma
notable el resultado de la proyeccion. Si el centro esta cerca del plano de proyeccién, las
rectas proyectantes saldran con un angulo relativamente pronunciado (tanto mas cuanto
mas cerca estén el objeto y el centro de proyeccién) que para cada vértice sera diferente.
Esto hara que a partir de una figura proyectada no podamos inferir el tamafo del objeto, ya

que las longitudes proyectadas no se corresponderan con las longitudes originales.

Sin embargo, si el centro de proyeccién esta muy lejos del plano, las rectas
proyectantes seran practicamente paralelas, por lo que sera mas sencillo inferir el tamafio
original de los objetos. Si llevamos al extremo esta idea, situando el centro de proyeccion
en el infinito, obtendremos una proyeccion plana paralela. Si el centro de proyeccién es

un punto finito, hablaremos de proyeccion plana perspectiva.
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Figura 8.4 — Proyeccion plana perspectiva (izquierda)

y proyeccion plana paralela (derecha).

8.2.3.1 —Proyecciones Planas Perspectivas

Si el centro de proyecciéon de una proyeccion plana es un punto cualquiera (finito) del

espacio, entonces hablamos de proyeccion perspectiva.

A este tipo de proyeccion se le conoce a veces con el nombre de proyeccion cénica,
dado que las rectas proyectantes convergen en un punto, y forman un cono si proyectamos
una circunferencia sobre el plano de proyeccion. Sin embargo, vamos a mantener el
nombre de proyeccion plana perspectiva, porque la proyeccion coénica se puede confundir
con la proyecciéon no plana coénica, que no tiene nada que ver (es aquella que resultaria de

proyectar sobre un cono).
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Figura 8.5 — Proyeccion plana perspectiva.

La proyeccion perspectiva es de gran importancia, puesto que es la mas empleada en
fotografia, dibujo artistico, simulacién, videojuegos, etc. ya que es la mas parecida (de las
proyecciones planas) a la manera en la que el ojo humano percibe el mundo. De hecho, a
igual tamafio real, los objetos lejanos tienen un tamafio proyectado mas pequefio que los
objetos cercanos (efecto de empequefiecimiento) lo que le da un aspecto natural a la

representacion, puesto que el ojo humano provoca el mismo efecto.

Sin embargo, éste mismo hecho hace que su uso en ingenierfa sea mas reducido,
puesto que, en general, no se mantienen distancias ni angulos en la proyeccion, y ademas,

no es posible encontrar una relacién sencilla entre las magnitudes proyectadas y las reales.

Esto, por tanto, las hace apropiada para arte, dibujo, y entretenimiento, pero no son
tan apropiadas para ingenierfa y descripciones matematicas, ya que en ingenierfa es
fundamental que las relaciones entre las magnitudes proyectadas y las reales sean directas o

al menos lo mas sencillas posible.

Las proyecciones perspectivas pueden tener diferentes propiedades en funciéon de la

orientacion del plano de proyeccion respecto de los ejes de coordenadas.
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Una de las propiedades mas importantes de una proyeccion perspectiva es el nimero
de puntos de fuga que se forman al emplear una proyeccién. Un punto de fuga es el lugar
geométrico en el cual las proyecciones de las rectas paralelas a una direccion dada

en el espacio, no paralelas al plano de proyeccion, convergen.

Dependiendo de la orientacién del plano de proyecciéon respecto a los ejes de
coordenadas, la proyeccion perspectiva puede presentar uno, dos o hasta tres puntos de

fuga:

* 1 punto de fuga: cuando el plano de proyeccién es paralelo a dos ejes y
perpendicular al otro.

* 2 puntos de fuga: cuando el plano de proyeccion es paralelo a un eje, y oblicuo a
los otros dos.

* 3 puntos de fuga: cuando el plano de proyeccion es oblicuo a los tres ejes de

coordenadas.

2 puntos 3 puntos

Figura 8.6 — Puntos de fuga en una proyeccion plana perspectiva.

La otra propiedad importante de la proyeccion perspectiva es el campo visual. El
campo visual es la porcion del espacio que es capaz de ser capturada por la
proyeccion. Como, en teorfa, el plano de proyeccién es infinito, el campo visual deberfa
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ser todo el espacio situado al lado contrario (con respecto al centro de proyeccién) del
plano de proyecciéon. Sin embargo, el plano de proyeccion, obviamente, no puede ser
infinito cuando se realiza la proyecciéon de una figura real. Cuando empleamos planos
finitos, en la proyeccion perspectiva se genera una piramide al unir el centro de proyeccion
y los vértices del plano (finito). A esta piramide se le denomina piramide de proyeccion, y
el campo visual de la proyeccién se reduce a los objetos incluidos en la prolongacién de esa
piramide. El campo visual se mide en grados indicando el angulo abarcado por la piramide

de proyeccion.

Figura 8.7 — Piramide de una proyecciéon plana perspectiva

Si el centro de proyeccién esta muy lejos del plano, la piramide es muy estrecha y el
campo visual sera muy reducido. Si el centro de proyecciéon esta proximo al plano, la
piramide sera ancha y el campo visual sera mayor. El primer caso se corresponde con lo
que en fotografia se conoce como zoom (o tele), y el segundo caso, con un gran angular. El
zoom permite fotografiar objetos lejanos con un tamafio aparente (proyectado) grande, ya
que al ser el campo visual tan reducido, la proyeccion se aproxima a una proyeccion plana
paralela (puesto que las rectas proyectantes son casi paralelas). Esto hace que los objetos

lejanos sufran poco empequefiecimiento al proyectarse. Por el contrario, usando una
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proyeccion de gran angular se produce un gran empequefiecimiento de los objetos lejanos,

pero, a cambio, podemos abarcar una gran parte del espacio.
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Figura 8.8 — El campo visual en la proyeccion plana perspectiva.

Campo visual alto (izquierda), normal (centro) y reducido (derecha).

8.2.3.2 —Proyecciones Planas Paralelas

En una proyeccion plana paralela las rectas proyectantes son todas paralelas entre s,
puesto que al estar el centro de proyecciéon en el infinito, éstas convergeran solo en el

infinito.

A este tipo de proyeccion se le conoce a veces con el nombre de proyeccion
cilindrica, para constatar con la proyeccion plana conica. Al igual que antes, preferiremos
el nombre de proyeccion plana paralela, para no confundir la proyeccion cilindrica con la

proyeccién no plana cilindrica.

Las proyecciones planas paralelas son las mas empleadas en geometria descriptiva
porque algunas de ellas consetrvan angulos y/o distancias, y si no lo hacen, al menos existe

una relacién conocida y sencilla con las reales.

Segun la direccion de las rectas proyectantes respecto al plano de proyeccion,
hay dos tipos de proyecciones planas paralelas: la proyeccion plana paralela ortogonal (u
ortografica), cuando el plano de proyeccion es perpendicular a las rectas proyectantes; y la
proyeccion plana paralela oblicua, cuando las rectas proyectantes son oblicuas al plano

de proyeccion.
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Figura 8.9 — Proyeccion plana paralela oblicua (izquierda)

y proyeccion plana paralela ortogonal (derecha).

8.3 — La Proyeccion Plana Paralela Ortogonal

Las proyecciones planas paralelas ortogonales son aquellas en las que las rectas
proyectantes son paralelas entre si, y a su vez perpendiculares a una superficie plana de

proyeccion.

El hecho de que las rectas proyectantes sean paralelas entre si evita el efecto de
empequefiecimiento que se da en las proyecciones perspectivas. Por ello, estas
proyecciones son bastante poco realistas, puesto que la sensaciéon de profundidad se pierde
y el cerebro tiene mas problemas para inferir la tridimensionalidad que con las proyecciones

perspectivas.

Sin embargo, son proyecciones que conservan distancias y angulos (o al menos existe
una relacién sencilla entre las magnitudes proyectadas y las reales), por lo que son
proyecciones muy utiles en la ingenierfa para realizar descripciones exactas de piezas y

edificios
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Figura 8.10 — Proyeccion plana paralela ortogonal.
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Figura 8.11 — Proyeccion plana paralela ortogonal

con pérdida total de informacién de profundidad.
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8.3.1 — Tipos de Proyecciones Planas Paralelas Ortogonales

Las proyecciones planas paralelas ortogonales se pueden clasificar, a su vez,
dependiendo de cémo esté orientado el plano de proyeccion. Dependiendo de la
orientaciéon del plano de proyeccion con respecto a los ejes de coordenadas, se clasifican

en:

* Proyeccion plana paralela ortogonal de alzado (si el plano de proyeccion es frontal,
es decir, perpendicular al eje que representa la direccion de profundidad).

* Proyeccion plana paralela ortogonal de planta (si el plano de proyeccién es cenital,
es decir, perpendicular al eje que representa la direccion vertical).

* Proyeccion plana paralela ortogonal de petfil (si el plano de proyeccion lateral, es
decir, perpendicular al eje que representa la direccion lateral).

* Proyeccion plana paralela ortogonal axonométrica (si el plano de proyeccion no es

paralelo a ningun eje; es oblicuo a los tres ejes de coordenadas).

Figura 8.12 — Proyeccién plana paralela ortogonal de perfil (izquierda),
de alzado (derecha) y de planta (abajo).
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La elecciéon de qué direccion representa la profundidad, la vertical o la lateralidad es
una descripcion totalmente arbitraria. Por tanto, los conceptos “ancho, alto, largo” también

se pueden interpretar de manera arbitraria, aunque intenta hacerse segin la posicion natural

de la pieza.

Las convenciones mas habitualmente utilizadas son estas dos:

Eje X: direccién lateral
Eje Y: direccion de profundidad

Eje Z: direccion vertical

Eje X: direccién lateral
Eje Y: direccion vertical
Eje Z: direccion de profundidad

Aunque, evidentemente, se pueden emplear otras convenciones diferentes. Ademas,
se suelen preferir sistemas de coordenadas dextrégiros (o de la mano derecha) en lugar de
sistemas de coordenadas levogiros (o de la mano izquierda). A lo largo del curso,

asumiremos que emplearemos sistemas de coordenadas dextrogiros.

Un sistema de coordenadas es dextrogiro si:

Ny <L R
Il
RNy <y

X X X
<LoRENy

8.3.2 —La Proyeccion Plana Paralela Ortogonal Axonométrica

La proyeccién plana paralela ortogonal axonométrica es aquella en la que el plano de
proyeccion es oblicuo a los tres ejes de coordenadas. Esto significa que este plano forma un

cierto angulo con respecto a cada uno de los tres ejes.
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Figura 8.13 — Proyeccion plana paralela ortogonal axonométrica.

Ya vimos el concepto de angulo entre dos segmentos (o dos vectores) en el plano y
en el espacio. Sin embargo, el angulo entre un vector y un plano se puede medir de

diferentes maneras, por lo que definiremos ahora el concepto.

Dado que todo plano se puede describir en base a su vector normal (que es el vector
perpendicular al plano), definimos el 4angulo entre un vector (V) y un plano () como el
complementario del angulo que forma el vector U con el vector 71 normal al plano =.

Es el angulo entre el vector T (proyeccién del vector U sobre el plano ) y el vector U.

En funcién de cuiles sean los valores de los angulos formados entre el plano de
proyeccion y los tres ejes de coordenadas, la proyeccion axonométrica es diferente y recibe

diferentes nombres:

¢ Silos tres angulos de corte son todos iguales, la proyeccion se llama isométrica.
e Sidos de los tres angulos de corte son iguales, la proyeccion se llama dimétrica.

* Silos tres angulos de corte son diferentes, la proyeccion se llama trimétrica.
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Figura 8.14 — Angulo entre un vector y un plano.

Figura 8.15 — Proyeccion isométrica.
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Isométrica Dimétrica Trimétrica

Figura 8.16 — Proyeccion isométrica (izquierda),

dimétrica (centro) y trimétrica (derecha).

Axonométrico significa “medida sobre los ejes”, del griego: axon (eje) y metron
(medida). Es ésta la clave de la proyeccion plana paralela ortogonal axonométrica, puesto
que dada una magnitud proyectada sobre un eje podemos saber cual es la magnitud

original.

Desde tiempos ancestrales, la proyeccion mas empleada era la “natural” (la
proyeccién perspectiva). Esta, como vimos, no es sencilla de manejar cuando se quieren

medir distancias y angulos.

La necesidad de disefiar piezas y elementos de forma sencilla se puso de manifiesto
en la Revolucién Industrial. William Farish, publicé en 1820, en la Universidad de
Cambridge, un trabajo denominado “On Isometrical Perspective’, en el que definfa la
proyeccion isométrica. La proyeccion isométrica formulada por Farish resolvia con
sencillez los complicados problemas métricos de las perspectivas con puntos de fuga.
Dibujando los ejes proyectados mediante tres rectas que forman dngulos de 120°, se
representan los objetos sobre estas tres rectas empleando las mismas medidas que las reales

(de ahi el nombre de proyeccion isométrica).

Esto en realidad es una simplificacién. Veremos ahora como podemos calcular esa
relacién entre las magnitudes proyectadas y las reales para cualquier proyecciéon plana
paralela ortogonal axonométrica, no sélo para la proyeccion isométrica.
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8.3.2.1 —Coeficientes Axonométricos y Escalas de Proyeccion

Si conocemos cual es la orientacion del plano de proyeccion, es bastante sencillo

calcular cual es la relacion entre las longitudes proyectadas y las reales.

Supongamos que conocemos el vector director (normal) del plano de proyeccion.

Llamemos 7 a este vector, y T al plano de proyecciéon

Eje Proyectado
Plano de Proyeccién

Eje Unitario

Rayos Proyectantes

or Normal

Figura 8.17 — Detalle de una proyeccion plana paralela ortogonal

axonométrica para uno de los tres ejes de coordenadas.

Obviamente conocemos la direcciéon y magnitud de los tres vectores que representan
las direcciones de los ejes de coordenadas. Llamaremos a estos tres vectores €y, €y, y €,. Al

ser los vectores directores de los ejes de coordenadas, éstos son unitarios. Esto es:
— — —
|ex| = |ey| = |ez| =1

Si lo que queremos conocer es cual es la magnitud que van a tener los objetos al

proyectarse, lo que debemos averiguar son las longitudes proyectadas (sobre el plano de
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proyeccion) de los vectores €y, €y, y €,. Llamaremos €y, €y, y €z, a la proyeccion de los

—_— — —_ .,
vectores €y, €y y €, sobre el plano de proyeccion.

Como podemos ver en la figura, las longitudes proyectadas se pueden calcular

facilmente a partir del angulo que forma cada uno de los ejes con respecto al plano.

Tomemos como ejemplo el eje x. Si llamamos o, al angulo que forma el eje X con el

plano de proyeccion, entonces:
e | = &3] - cos(ay) = cos(ay)

El 4ngulo a, es el complementario del angulo 8, cuyo valor se puede calcular, a su

vez, ficilmente a partir de los vectores 71 y €, empleando el producto escalar:

n-e,
X
COS(ﬁ ) =S5
Al el
—  —>
8 n-e,
= acos\ ——
* ( |7 )
Por tanto:
a, =90°— B,
e
a, =90° — acos —
||

A la relacién entre las magnitudes proyectadas y las reales (es decir, a los valores de

|exp|, eyp| y |ezp|, dado que la longitud de los vectores €y, €y, €, es 1) sc les llama

coeficientes de reduccion o escala de proyeccion, y se suele expresar como Ry, Ry, R;.

Con lo que la expresion final (aplicando la férmula a los otros dos ejes) es:

n-e,

|%| = cos| 90° — acos <|T|x> =R,
n-e,

|eyp| = cos| 90° — acos< |ﬁ|y> =R,
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. n-e;
|ezp| = cos | 90° — acos | —= =R,
7|
Como podemos ver, es posible calcular la magnitud proyectada a partir del angulo
que forma el plano de proyeccion con cada uno de los tres ejes de coordenadas, o también

a partir de la direccién del plano de proyeccién (el vector 7).

La escala de proyeccion se suele expresar como E, denotando cada uno de los tres

coeficientes de reduccion separados entre si por dos puntos:

En el caso de la proyeccion axonométrica, a los coeficientes se les llama coeficientes
de reduccién axonométricos. Es posible aplicar este concepto a todos los tipos de
proyeccion, no solo a las axonométricas. En el caso de las proyecciones axonométricas los
coeficientes reducen las magnitudes proyectadas, pero en otros tipos de proyecciones los
coeficientes pueden ser de amplificacién ya que pueden amplificar las magnitudes reales al

proyectarse.
Ademas, es habitual normalizar estos valores, dividiéndolos por el mayor de los tres,
y entonces recibe el nombre de escala de proyeccion normalizada y lo denotaremos

como Epy,.

Veamos ahora dos ejemplos:

Ejemplo 1: proyeccién con vector director 7 = (1,1, 1) - Isométrica

Para el ¢je e, tenemos:

1
= acos (—) =acos(0,577) = 54,73°

ﬁ : a) (1F1F1) ’ (1)010)
= acos
V3

= acos =
P < 7] Vit1i+1

Y por tanto:
a, =90° -, = 35,26°

|e_xp’| = cos(a,) = 0,8165
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Si repetimos lo mismo para €, y €, obtenemos el mismo resultado, por lo que:

|exp| = R, = 0,8165
le;»| = R, = 0,8165
lezp| = R, = 0,8165

Y por tanto, la escala de proyeccion es:
E, = 0,8165:0,8165 : 0,8165

Y la escala de proyeccion normalizada es:

g 0,8165 0,8165 0,8165 )
P™ ™ 0,8165 0,8165 0,8165

Como vemos, las magnitudes proyectadas guardan la misma relaciéon para los tres
ejes de coordenadas. Estamos ante una proyeccion isométrica como la definida por Farish.
De hecho Farish empleé la escala de proyeccion normalizada 1 : 1 : 1 para construir su
proyeccién y no la escala 0,8165 : 0,8165 : 0,8165. En realidad, aunque es importante
conocer la relaciéon entre las magnitudes proyectadas y las reales, a veces nos basta con
conocer la relacion entre las proyecciones a lo largo de las direcciones de cada uno de los

ejes de coordenadas.

Ejemplo 2: proyeccion con vector director T = (2,1, 1) - Dimétrica

Para el ¢je e, tenemos:

B = acos <ﬁ : e_x’> = acos ((2'1'1) . (1'0'0)) = acos (i) =

|7 Va+1+1 V6
=acos(0,8165) = 35,26°

Y por tanto:

a, =90° — f, = 54,73°
|@| = cos(a,) = 0,5777
Si repetimos lo mismo para €y:
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8 <ﬁ’ . ?;) (2,1,1) - (0,1,0) ( 1 )

= acos | —=— | = acos = acos|—) =

Y |7 VE+1+1 V6
=acos(0,408) = 65,905°

a, = 90° — B, = 24,095°
leyp| = cos(a,) =0,9128

El resultado para € es el mismo que para €y, por lo que:

lexp| = Ry = 0,5777
le;p| = R, = 0,9128
lezp| = R, = 0,9128

Y por tanto, la escala de proyeccion es:
E, = 0,5777 : 0,9128 : 0,9128

Y la escala de proyecciéon normalizada es:

g 0,5777 09128 09128
Pm T 0,9128 10,9128 10,9128

=0,632:1:1=3/5:1:1

En este caso, las magnitudes proyectadas guardan la misma relacién para dos de los

ejes de coordenadas (y, z) y es diferente para el tercero (x). Estamos ante una proyeccion

dimétrica.

8.3.2.2 —Triangulo Fundamental o de las Trazas

El triangulo fundamental o de las trazas: es aquél formado por el plano de
proyeccion al cortar con los ejes de coordenadas (las trazas son los cortes con los ejes

coordenados, de ahi el nombre).

Hay infinitos triangulos fundamentales (ya que no importa a que altura hagamos el

corte), pero son todos semejantes.
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La importancia del triangulo fundamental radica en que conociéndolo queda definido
el sistema axonométrico. Los ejes de coordenadas se proyectan segun las alturas de dicho
triangulo. La distancia entre el ortocentro y cada uno de los vértices del tridangulo
fundamental marca la relacion entre las longitudes proyectadas sobre cada eje. Por tanto, el
ortocentro del triangulo fundamental es el punto donde se cruzan las proyecciones de los

ejes coordenados X, y, Z.
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Figura 8.18 — Triangulo fundamental de una proyeccion

plana paralela ortogonal axonométrica.

8.3.2.3 — Relacion entre Coeficientes de Reduccion Axonométricos

Como hemos visto, los coeficientes de reducciéon de una proyeccion plana paralela
ortogonal axonométrica son los cosenos de los angulos que forman los ejes de coordenadas
con el plano de proyeccion. Sin embargo, los coeficientes de reduccion de una proyeccion

plana paralela ortogonal axonométrica guardan una relacién entre si.
Esta relacion es la siguiente:
R’ +R,* 4R, =2
Dicha expresiéon se puede deducir de la manera siguiente. Supongamos una

proyeccion plana paralela ortogonal axonométrica, en la que, por definicién, el plano de

proyeccién es oblicuo a los ejes de coordenadas y formara con ellos unos angulos que

llamaremos @, B,y Y.
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Figura 8.19 — Recta perpendicular a un plano axonométrico.

Imaginemos ahora una recta T que pase por el origen de coordenadas y que sea
perpendicular al plano de proyeccién. Dicha recta formara con lo ejes de coordenadas del
espacio tres angulos que llamaremos @', ', y y'. Por tanto, los cosenos directores de dicha

recta verificaran (puesto que toda recta en el espacio lo cumple) la expresion siguiente:
cos?a’ + cos?*B’ + cos?y' =1

Como a y @' son 4angulos complementarios (por ser la recta perpendicular al plano

de proyeccién) y lo mismo ocurre con By B, y también con ¥’ y ¥, entonces:
cos?a’ = sin*a
cos?B’ = sin*p
cos?y’ = sin?y

Con lo cual, la expresion de los cosenos directores se puede transformar en:

sina + sin?f + sin’y =2
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Y dado que:
sin®x + cos?x =1
Podemos afirmar que:
cos’a + cos?f + cos?y = 2

Como precisamente los cosenos de los angulos @, 8, y ¥ son los coeficientes de

reduccion de la proyeccion axonométrica (Ry, Ry, R, ), entonces la expresion es:
2 2 2 _
R, + R,"+R,” =2

Esta expresion se cumple para toda proyeccion plana paralela ortogonal

axonométrica.

En la proyeccion isométrica, tenemos:

R, =R, =R,
R*+ R*+R*=2
3-R*=2

R, =R, =R, =./2/3=08165

Y el angulo que forman cada uno de los tres ejes con el plano de proyeccion es:

a=F=y= acos(w/2/3) = 35,26°

Este es el angulo que forman los ejes coordenados con el plano de proyeccion. No

hay que confundirlo con el angulo que forman entre si los ejes al proyectarse, que es de

120°.

8.3.2.4 —Teorema de Schlomilch-Weisbach

Este teorema relaciona el triangulo de las trazas con la proyeccion axonométrica. El

enunciado es el siguiente:
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a) Las proyecciones ortogonales de los ejes de coordenadas sobre el plano de
proyeccion, son las bisectrices del triangulo o6rtico del triangulo de las trazas (que coinciden

con la direccion de las alturas del triangulo fundamental).
b) Los cuadrados de las escalas axonométricas y la natural son respectivamente

proporcionales a los lados y al semiperimetro del tridngulo 6rtico del triangulo de las trazas.

Esto es:

Siendo a, b, ¢ los lados del tridngulo értico, y p el semiperimetro del mismo.

Conociendo el triangulo ortico del triangulo de las trazas podemos saber las escalas

axonomeétricas:

Dado que lo normal es conocer qué medida proyectada corresponde con una unidad

real, si fijamos e = 1, la expresion se puede transformar en:

a
Rx= ;
Ry: E
c
RZ= 5
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dado que Ry, Ry, R, son los factores de reduccion entre las escalas axonométricas y

la natural. Es decir, el cociente entre la medida proyectada (ey, €, o €;) y la real (e, que en

este caso es igual a la unidad).

A partir de los coeficientes de reduccién podemos saber qué angulos de corte forman
cada uno de los ejes con el plano de proyeccion (es el arco cuyo coseno es igual al valor del

factor de reduccion para cada eje).
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a =60 mm

b =60 mm

c=72mm
P=a+b+c=(60+60+72)=192 mm
p=P/2=96 mm

Rx = sqrt(a/p) = sqrt(60/96)= 0.790569
Ry = sqrt(b/p) = sqrt(60/96)= 0.790569

Rz = sqrt(c/p) = sqrt(72/96)= 0.866025

Figura 8.20 — Ejemplo de aplicacion del teorema Schlémilch-Weisbach para obtener

los coeficientes de una proyeccién dimétrica conocido el triangulo de las trazas.

Y de igual forma, si conocemos la relacién de escalas podemos conocer las medidas
del tridngulo 6rtico, y dibujatlo de un cierto tamafio escogiendo un valor para el

semipérimetro:

e,?
a=—-p

eZ

2

e

y
h=-L.
ez p

e,’
c=—"p

82

Ademas, dado que p es el semiperimetro de un triangulo, se cumple que:

a+b+c=2p

Por lo que:
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que es, en realidad, la expresiéon que vimos antes:
2 2 2 _
R, + R,"+R,” =2

ya que Ry, Ry, R, son los factores de reduccion entre las escalas axonométricas y la

natural. Es decir, el cociente entre la medida proyectada (ey, €y o €;) y la real (e):

ex
Ry =—
e
e
R, =2
e
eZ
R, =—=

As{ pues, conociendo los coeficientes de una proyecciéon axonométrica, es posible
dibujar el triangulo de lados iguales o proporcionales al cuadrado de éstos y sus bisectrices,

obteniendo de este modo los ejes del sistema axonométrica disenado.

Y también al contrario, a partir de lo angulos que forman los ejes de coordenadas
entre s{ al proyectarse, es posible calcular los coeficientes de reducciéon. Esta ultima

construcciéon no es inmediata, pero el teorema nos permite obtenerlas.

8.4 — La Proyeccion Plana Paralela Oblicua

8.4.1 — Definicion y Tipos

Las proyecciones planas paralelas oblicuas son aquellas en las que las rectas
proyectantes son paralelas entre si, pero éstas no son perpendiculares, sino oblicuas, a una
supetficie plana de proyeccion. Este ultimo hecho las diferencia de las proyecciones planas

paralelas ortogonales.
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Al igual que en las proyecciones planas paralelas ortogonales, el hecho de que las
rectas proyectantes sean paralelas entre si evita el efecto de empequefiecimiento que se da

en las proyecciones perspectivas.

Sin embargo, dado que las rectas proyectantes no son ortogonales al plano, sino
oblicuas, hace que la pérdida de sensaciéon de profundidad sea menor. Por ello, estas
proyecciones, aunque no son tan realistas como las perspectivas, puesto que la sensacioén de
profundidad se pierde un poco, son algo mas adecuadas para realizar dibujos realistas que

las ortogonales.

Ademas, son proyecciones en las que, al igual que ocurre con las ortogonales, existe
una relacion sencilla entre las magnitudes proyectadas y las reales, por lo que son
proyecciones muy utiles en la ingenierfa para realizar descripciones exactas de piezas y

edificios.

En la proyeccion plana paralela oblicua, lo mas habitual es que el plano de
proyeccién sea perpendicular a alguno de los ejes de coordenadas. Si suponemos que el
plano de proyeccion es perpendicular al eje z, entonces el plano xy coincidira con el plano
de proyeccion. Con esta construccion, la proyeccién plana paralela oblicua se formarfa

trazando rectas oblicuas a ese plano de proyeccion.

El angulo que forme el plano de proyeccién con las rectas proyectantes va a
determinar la forma de la proyecciéon y sobre todo, la relacién que existe entre las
magnitudes proyectadas y las reales, esto es, el coeficiente de reduccion. En este caso,
ademas, este angulo puede ser tal que las magnitudes proyectadas sean menores, iguales
pero también mayores que las proyectadas. Por tanto, los coeficientes pueden ser de

reduccion o de ampliacion
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Figura 8.21 — Proyecciones planas paralelas oblicuas de reduccion (izquierda)

y de ampliacion (derecha).

En las proyecciones planas paralelas oblicuas en las que el plano de proyeccion es
perpendicular al plano de proyeccion (es el caso habitual y se supone que se construyen asi
a no ser que especifique lo contrario), las lineas que en la realidad sean paralelas al plano de
proyeccion se proyectaran siempre en verdadera magnitud. Es decir, dos de las tres
coordenadas del espacio se proyectan sin modificacién alguna en cuanto a magnitud. Si el
eje perpendicular al plano de proyeccion es el eje z, entonces las lineas paralelas al plano

Xy, se proyectaran sin deformacion.

Las lineas cuya direccién sea paralela al eje perpendicular al plano si que sufriran, en
general, una deformacién. L.a buena noticia es que podemos calcular facilmente (como
veremos posteriormente) ese factor, y ademas éste no depende de la posicién del objeto, y

s6lo depende del angulo que formen los rayos proyectantes con el plano de proyeccion.

Si ese angulo es tal, que ese factor es 1, la proyeccion se llama proyeccion caballera.
Esto se produce cuando el angulo entre el plano de proyeccion (que es perpendicular a uno

de los ejes) y las rectas proyectantes es de 45°. En ella, todas las medidas del objeto se
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proyectan en verdadera magnitud. Los angulos que se formen en planos paralelos al de

proyeccion también se mantienen, pero el resto, no.
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Figura 8.22 — Proyeccion plana paralela oblicua caballera.

St el angulo es tal que ese factor es 0,5 la proyecciéon se llama proyeccion cabinet.
Ello se produce cuando el angulo que forma la direcciéon de proyeccioén con el plano de
proyeccion (que es perpendicular a uno de los ejes) es aquel cuya tangente es 2. Es decir,
03,4°.

En ella, todas las medidas del objeto paralelas al plano se proyectan en verdadera
magnitud, y las que sean perpendiculares al plano se reducen a la mitad. Esto le confiere a
los objetos un aspecto mas realista que en la proyeccion caballera, dado que se produce una
aparente reducciéon (que no es tal, ya que todas las reducciones son iguales
independientemente de la distancia al plano) de tamafio de los objetos lejanos. Los angulos
que se formen en planos paralelos al de proyeccion también se mantienen, pero el resto,

no.
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Figura 8.23 — Proyeccion plana paralela oblicua cabinet.

Si el plano de proyeccién no es perpendicular a alguno de los ejes de coordenadas,
esta situacion ya no se da, por lo que la relacién existente entre las magnitudes proyectadas
y las reales se complica algo mas por la doble oblicuidad (la del plano con respecto a los
ejes y la de las rectas proyectantes con respecto al plano de proyeccion). A este tipo de

proyecciones se les llama proyecciones planas paralelas oblicuas axonométricas.

La oblicuidad de las rectas en las proyecciones planas paralelas oblicuas, permite que
se formen proyecciones muy diferentes en funcién del angulo que formen los rayos con el
plano. Evidentemente, fijado un angulo entre el plano y las rectas proyectantes, se puede
cumplir esa restriccién de angulo de muchas maneras, ya que las rectas que inciden sobre
un plano con el mismo angulo forman un cono. Por tanto, todas las proyecciones oblicuas
que formemos empleando direcciones de proyeccién que coincidan sobre la superficie del
cono van a formar el mismo angulo con el plano y van a tener propiedades similares. Lo
unico que cambia al elegir otra proyeccién “del cono” con el mismo angulo respecto del
plano, pero distinta inclinacién de los rayos de proyeccion, es la forma en la que se genera

la sensacion de profundidad.
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Figura 8.24 — Proyeccion plana paralela oblicua axonométrica.
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Figura 8.25 — Cono de la proyeccion plana paralela oblicua.
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La eleccién de un vector dentro de ese cono hace que podamos formar proyecciones
con sensacion de profundidad o proyecciones en las que se pierde dicha sensacién porque

los rayos son completamente horizontales.

Figura 8.26 — Proyeccién plana paralela oblicua horizontal.

8.4.2 —Calculo Analitico de Coeficientes de Reduccion

Supongamos que construimos una proyeccion plana paralela oblicua en la que el eje z

marca la direccién de profundidad y el plano de proyeccion es perpendicular a dicho eje.

En proyecciones oblicuas no axonométricas, el cilculo de los coeficientes de
reduccién en la proyeccion de los ejes X e y es trivial puesto que se proyectan en verdadera

magnitud. Por tanto, ambos coeficientes tendran valor 1.
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Eje Proyectado

Eje Unitario de
Coordenadas

Plano de

Rayos Proyectantes

Figura 8.27 — Detalle de la proyeccion plana paralela oblicua

para el eje de coordenadas perpendicular al plano de proyeccion.
Para conocer cuil es la relacion entre las magnitudes proyectadas y las reales para el
eje que nos falta (), procedemos de la siguiente forma:
Si llamamos €, al vector unitario que define la direccion eje z,
Tendremos que:
(le;l=1)

Buscamos conocer cuil es la magnitud del vector e, (que es el resultado de

proyectar el vector e, sobre el plano con la proyeccién oblicua definida).

Sea 7 el vector que define la direccién de los rayos de proyeccion, sea T el propio
plano de proyeccion, y sea @, el dngulo que forma el eje z con los rayos y 8, su

complementario, entonces podemos afirmar que (por formarse un triangulo rectaingulo):
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ez e,

zZ .
— = cos(a — = coS = sin(a
Con lo cual:
e, e,
e T T
cos(a,) sin(a,)

Igualando tenemos:

el el

cos(a,) sin(a,)

Por lo que la expresion final es:

|ezn| = le;1 - cotg(a,) = le;| - tan(B,)

Veamos como podemos aplicar esto a las dos proyecciones oblicuas mas utilizadas:

Proyeccion Caballera:
En este caso:

az = f; = 45°
Y por tanto:

|ezp| = ;] - cotg(45°) = le;] - 1 = |g;| = 1

Proyeccion Cabinet:
En este caso:

tan(a,) = 2
tan(f,) =1/2
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Y por tanto:
5] = 21 - tan(B,) = &7] - 1/2=1-05 = 0,5

a, = 63.43°
B, = 26.56°

8.5 — Sistemas de Representacion

Si escogemos alguna (o varias) de las proyecciones anteriores para representar figuras
tridimensionales sobre un plano, obtendremos un sistema de representacion. Dado que
las proyecciones son aplicaciones no biyectivas en las que se pierde informacion, es habitual

combinar varias proyecciones a la hora de formar el sistema de representacion.

Dependiendo del tipo o tipos de proyecciones que usemos, tendremos un sistema de
representacion u otro Naturalmente, dependiendo del objetivo del sistema de
representaciéon (arquitectura, ingenierfa, arte, etc.) emplearemos un sistema diferente,
buscando siempre que las propiedades de ese sistema sean las adecuadas a nuestra

aplicacion

8.5.1 —=Sistema Diédrico

El sistema diédrico emplea dos proyecciones planas paralelas ortogonales,
(normalmente alzado y planta) de manera simultanea. Estas proyecciones tienen la ventaja
de conservar distancias, pero tienen el inconveniente de que las caras perpendiculares a
ambos planos de proyeccion (perfiles) se proyectan en una recta, con lo que hay
ambigiiedad. Dicha ambigtiedad se resuelve habitualmente proporcionando una tercera

vista (la de perfil normalmente).

La forma mas compacta de representar el sistema diédrico es mediante una
proyeccion de alzado (sobre un plano vertical, PV) y una proyecciéon de planta (sobre un
plano horizontal, PH). Para formar una unica representacion bidimensional, la
representacion generada sobre el plano horizontal se abate (gira) 90° hasta hacerla coincidir
con el vertical, dibujando una linea que se llama linea de tierra (LT) en la interseccion de

ambos planos para poder saber donde se ha producido el abatimiento. De esta manera,
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tendremos representado el espacio tridimensional sobre un unico plano (aunque con dos

proyecciones mezcladas).

Figura 8.28 — Planos del sistema diédrico.

Con esta representacion, la proyeccién de un punto en el sistema diédrico dependera
de su altura sobre el plano horizontal, a la que se llama cota, y de la distancia al plano

vertical, a la que se llama alejamiento.

Alejamiento

Figura 8.29 — Cota y alejamiento en el sistema diédrico.
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Con esta representaciéon, cada punto es representado mediante dos puntos que
marcan la cota y alejamiento. La representaciéon de un punto es diferente segun el cuadrante
que ocupe con respecto a PH y PV. Los puntos situados sobre dichos planos de

proyeccion tienen una de sus proyecciones situada sobre la linea de tierra.
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Figura 8.30 — Representacion diédrica de un punto en los distintos cuadrantes.

Figura 8.31 — Representacion diédrica de un punto que pertenezca a alguno de los

planos de proyeccion.
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Para representar un segmento de una recta se representan sus extremos mediante dos
puntos cada uno, de modo que uniendo dichos extremos dos a dos, obtenemos dos
segmentos proyectados sobre PH y PV que son la representaciéon diédrica de dicho

segmento.

La representacién de caras se realiza de modo similar, con la particularidad de que
todas las caras que sean perpendiculares a PH y a PV se representan en una misma recta,

por lo que perdemos toda aquella informacién de profundidad en el eje de perfil.

Como vemos, no es esta una representacion muy natural, dado que el no disponer de
vista de perfil nos limita bastante. La situacién se complica cuando se trata de representar
figuras con caras perpendiculares a los planos de proyeccion, ya que éstas no se apreciaran

adecuadamente.

Ademas, el abatimiento del plano horizontal sobre el vertical no genera una vista
intuitiva de la forma de la figura, ya que la representacion depende del cuadrante en el que
se situe cada vértice de la pieza. Es posible realizar mediciones y es un sistema muy

compacto, pero no es la mejor manera de hacerse una idea rapida de la forma de una figura.

8.5.1.1 — Sistema Diédrico con Vista de Petfil

Aunque el sistema diédrico compacto (sin vista de perfil) que hemos visto, es
utilizado en algunas ocasiones y es estudiado en las escuelas de arquitectura, no es el mas
adecuado para representar piezas complejas puesto que la informacion de perfil se pierde

completamente.

Es por ello que al sistema diédrico se le aflade una tercera proyeccion plana ortogonal
utilizando un plano de perfil (PP), que es perpendicular a PH y a PV. Esto permite
reconstruir la forma de la figura de una forma mas sencilla, sin impedir realizar medidas
sobre ella de manera exacta. A pesar de que ya no se usan dos vistas sino tres, se sigue

denominando sistema diédrico.

Es posible incluso emplear hasta seis proyecciones diferentes: alzado frontal (o
anterior), alzado posterior (o trasero), planta superior, panta inferior, perfil derecho y perfil
izquierdo. Sin embargo, con tres vistas (un alzado, una planta y un perfil) suele ser

suficiente.
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Lo habitual es situar la figura y representar cada vista (alzado, planta, perfil) de forma
separada, abatiéndolas sobre un mismo plano de forma que sea sencillo establecer

correspondencias entre los puntos proyectados y reconstruir de qué vértice provienen.

En Europa, se situa habitualmente la pieza en el primer cuadrante, y la disposicion
de las vistas suele ser: alzado frontal, perfil izquierdo situado a la derecha de la vista de
alzado, y planta superior situada debajo justo de la vista de alzado. A este sistema se le
llama sistema diédrico europeo. Se pueden dibujar las otras tres vistas, pero no aportan
demasiada informacién ya que siempre son simétricas con respecto a las tres anteriores. Si
se dibujan, se hacen en esta disposicion: perfil derecho a la izquierda del alzado, planta

inferior arriba del alzado, y alzado posterior a la derecha del perfil izquierdo.

En Norteamérica, se situa habitualmente la pieza en el tercer cuadrante y la
disposicion de la vistas suele ser: alzado frontal, perfil izquierdo situado a la izquierda de la
vista de alzado, planta superior situada arriba justo de la vista de alzado, perfil derecho
situado a la derecha del alzado, planta inferior situada debajo justo del alzado, y alzado
posterior situado a la derecha del perfil derecho. A este sistema se le llama sistema

diédrico americano.

Es importante entender que la representacion de una pieza con el sistema
europeo o con el americano es exactamente la misma. Lo unico que cambia es la
disposicion de las vistas. La distincion entre un sistema y otro es meramente formal, ya que
a efectos practicos s6lo cambia la manera de ordenar las diferentes vistas. En el sistema
europeo se entiende que la pieza esta situada entre el observador y el plano de proyeccion,
mientras que en el sistema americano se supone que es el plano de proyeccion el que esta
situado entre el observador y la pieza. Es por ello que, aunque en el europeo la pieza se
situa en el primer cuadrante y en el americano en el tercero, las representaciones obtenidas

son exactamente las mismas.

En ambos casos, cuando una arista queda oculta tras una cara y no es visible al
proyectar, pero lo serfa si no estuviera tapada por dicha cara, se suele indicar la proyeccion

de la arista oculta con una linea discontinua.

El sistema diédrico con vista de perfil es mas intuitivo que el compacto sin perfil y
con linea de tierra, aunque sigue siendo a veces poco claro para apreciar la forma de una
figura, a poco que esta sea medianamente compleja. Es un sistema extremadamente util
para realizar mediciones, pero no es lo suficientemente realista para hacer descripciones
rapidas de piezas que estén orientadas a explicar la forma de la figura, ya que el cerebro no

es capaz de inferir de manera inmediata la forma de la figura a partir de estas tres vistas.
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Figura 8.32 — Sistema diédrico europeo.

Figura 8.33 — Sistema diédrico americano.
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Figura 8.34a — Pieza tridimensional.

Planta inferior

Perfil derecho Alzado anterior Perfil izquierdo Alzado posterior

Planta superior

Figura 8.34b — Pieza representada con sistema diédrico europeo.
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Planta superior

Perfil izquierdo Alzado anterior Perfil derecho Alzado posterior

Planta inferior

Figura 8.34c — Pieza representada con sistema diédrico americano.

8.5.2 — Sistema de Planos Acotados

El sistema de planos acotados, también llamado sistema de curvas de nivel,
utiliza un solo tipo de proyeccion: la proyeccion plana paralela ortogonal (normalmente de
planta), pero indicando las cotas (o alturas) sobre el dibujo. Estas cotan vienen a suplir la

falta de informacion vertical que se da al utilizar proyecciones de planta.

Es un sistema de representaciéon que se utiliza fundamentalmente en mapas
topograficos para representar terrenos montafiosos. Las cotas se espacian a intervalos
constantes de forma que las distancias entre las curvas de nivel de la proyecciéon dan una
idea de la pendiente (a menor distancia mas pendiente) del terreno. De modo que es como
si realizaramos cortes del terreno cada cierto nimero de metros y los dibujaramos todos

juntos en una misma hoja.
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Figura 8.35 — Sistema de planos acotados.

8.5.3 — Sistema Axonométrico Ortogonal

Si empleamos una proyeccion en la que el plano de proyeccion no es paralelo a

ninguno de los ejes de coordenadas, se habla de representacion o sistema axonométrico.

Si las proyectantes son perpendiculares al plano de proyeccion, se llama axonometria
ortogonal (es la mas usada). Si las proyectantes no son perpendiculares al plano de

proyeccion, se llama axonometria oblicua.

El sistema axonométrico ortogonal es probablemente, junto con el diédrico con
perfil, el mas empleado en ingenierfa. Se basa en realizar una dnica proyecciéon plana

paralela ortogonal axonométrica, y representar con ella la figura.

Normalmente se emplea una proyeccién isométrica, puesto que es la mas sencilla de
realizar. Para ello, se dibujan tres segmentos de longitud igual y conocida que partan de un
punto comun y que formen 120° entre ellos. Ello definird un triangulo equilatero cuyo

ortocentro sera el punto comun de los segmentos.

VNIVERSITATH D VALENCIA

OpenCourseWare



Dicho punto comun representara la proyeccion del centro del sistema de
coordenadas. Cada uno de los segmentos representara la proyecciéon de cada uno de los tres
ejes de coordenadas. Si realizamos una marca al final de cada segmento indicando que cada
uno de esos segmentos representa una unidad, prolongamos dichos segmentos en la
direcciéon que sefialan, y realizamos sucesivas marcas al final de cada uno, obtendremos las
proyecciones sobre los ejes de coordenadas de los puntos multiplos de la unidad que

pertenecen a los ejes de coordenadas.

Figura 8.36 — Representacion mediante proyeccion isométrica.

Trazando rectas paralelas a cada eje de coordenadas por los puntos marcados
previamente, obtendremos una rejilla en forma de colmena que nos permitira proyectar

facilmente cualquier punto de R3 en R, haciendo uso de nuestra proyeccion isométrica.

Si por ejemplo queremos proyectar el punto (3, -5, 2), sélo tendremos que movernos
3 marcas de rejilla en la direccion del eje x, 5 marcas en direccién contraria (por el signo
negativo) a la que marca el eje y, y 2 marcas en la direccién que marca el eje Z. Ademas,

podremos comprobar que los puntos que pertenezcan una misma linea que sea
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perpendicular al plano de proyeccion se proyectaran sobre el mismo punto. Por ejemplo:

(1,1, 1)y (2, 2, 2), ya que ambos se proyectaran sobre el punto (0, 0, 0).
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Ep = 0,8165:0,8165:0,8165
Epn=1:1:1

Figura 8.37 — Rejilla isométrica.

Lo que represente cada marca en la realidad puede ser diferente y dependera de la
escala a la que se haya trazado el dibujo. El factor 0,8165 puede ser ignorado o incluido en

la escala del dibujo.

También se pueden utilizar proyecciones dimétricas o trimétricas, dado que la
proyeccion isométrica en algunos casos resulta un tanto artificial. La construccion sera
similar, s6lo que los angulos no seran de 120° entre los ejes, y las distancias al proyectarse
cambiaran para cada eje segin lo que indiquen sus factores de reduccion. Es por ello que
habremos de tener en cuenta tanto la escala del dibujo como la escala de proyeccién (o la
escala de proyeccion normalizada si lo tnico que nos importa es la relacién entre los ejes al

proyectarse).

Al sistema de representacion basado en proyeccion axonométrica se le conoce a

veces con el (confuso) nombre de perspectiva axonométrica.
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8.5.4 — Otros Sistemas

Dado que el sistema axonométrico ortogonal no siempre proporciona una sensacion
realista, se pueden emplear otros sistemas de proyecciéon que generen representaciones mas
realistas, intentando al mismo tiempo no perder la capacidad de realizar mediciones sobre

los elementos proyectados.

Si empleamos una proyeccion plana perspectiva tendremos un sistema de
representacion perspectiva. A veces se le llama perspectiva cénica. El incoveniente de
este sistema es que, al emplear una proyeccion perspectiva, la capacidad de realizar

mediciones de forma sencilla sobre los elementos proyectados, se pierde.

Si empleamos una proyeccion plana paralela oblicua caballera, tendremos un sistema
de representaciéon caballera, que a veces recibe el (confuso) nombre de perspectiva
caballera. Aunque no es una proyeccion perspectiva, se le llama perspectiva porque da un
aspecto parecido al realista (aunque falso porque los objetos lejanos no se empequenecen).
La ventaja de este sistema de representacion es que no necesitamos realizar conversiones al

realizar medidas sobre los elementos proyectados, ya que estos se proyectan en verdadera

magnitud en las tres direcciones del espacio.
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Figura 8.38 — Representacion mediante proyeccion caballera

con angulo entre los ejes X y z de 120°.
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Igualmente, el empleo de la proyeccién plana paralela oblicua cabinet da lugar el
sistema de representacién cabinet o perspectiva cabinet. Este sistema de representacion
proporciona un aspecto mas realista que el sistema de representacion caballera, y ademas,
sigue siendo sencillo realizar mediciones sobre los elementos proyectados, por lo que es

unos de los sistemas mas convenientes para realizar descripciones de piezas en ingenieria.

Tanto en el sistema de representaciéon caballera como en el cabinet tenemos una
cierta libertad para formar la proyecciéon. La proyeccion comienza dibujando dos
segmentos que partan de un mismo punto y formen 90° entre ellos. Ambos representaran
la proyeccion de las direcciones que son paralelas al plano de proyeccién y que por tanto se
proyectan en verdadera magnitud. El tercer segmento partira del punto comun a los otros
dos, y formara un cierto angulo con los otros dos. Ese angulo lo podemos elegir
arbitrariamente y lo tnico que cambiara es la forma en la que inferiremos la profundidad. Si
empleamos la representacion caballera ese segmento sera de la misma longitud que los
otros dos. Si empleamos la cabinet, sera de una longitud igual a la mitad que los otros dos,
indicando que, en la direccion de profundidad, la proyeccion reduce las longitudes de los
segmentos a la mitad. Aplicando las mismas reglas que para la rejilla axonométrica,
podremos formar la rejilla caballera o cabinet, aunque en este caso la rejilla s6lo nos servira
para proyectar puntos situados sobre los planos coordenados. El resto de puntos se pueden

proyectar midiendo distancias por semejanza entre puntos de la rejilla.

Figura 8.39 — Representacion mediante proyeccion cabinet
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con angulo entre los ejes X y z de 135°.
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Ep=1:1:05
Epn=1:1:0,5

Figura 8.40 — Rejilla cabinet con angulo entre los ejes X y z de 135°.

También pueden construirse otros sistemas de representacion, utilizando otras
proyecciones paralelas oblicuas distintas a la caballera o cabinet. Y también podemos
formar un sistema de representacion axonométrico oblicuo si empleamos una proyeccion
plana paralela oblicua axonométrica, aunque los sistemas mas empleados son los

anteriormente citados.

8.5.5 — Comparativa de Sistemas de Representacion

Listamos a modo de resumen las propiedades de los diversos sistemas de

representacion en la siguiente tabla.
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Sistema

Realismo de la

Representacion

Facilidad Medicion

sobre la Proyeccion

Dificultad en la

Creacion

Perspectiva Cénica Alto Baja Alta
Diédrico Bajo Alto Media
Diédrico + Perfil Bajo/Medio Alto Media
Axonométrico Medio Alto Baja
Ortogonal
Axonométrico Medio Medio Media
Oblicuo
Perspectiva Caballera Medio Alto Baja
Perspectiva Cabinet Medio/Alto Alto Baja
Planos Acotados Bajo Medio Media

Tabla 8.1 — Compendio de los diferentes sistemas de representacion.
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