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5.- REALIZACION DE SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO.

5.1.- INTRODUCCION.

Los sistemas digitales que hemos analizado responden a una funcion de transferencia
dada por:

Zbk .z
— _ k=0
H (Z ) - N
1+ z a, -z "
k=l

Dado que la suma de convolucion nos permite calcular la salida de un sistema LTI , éste seria
un procedimiento adecuado para calcular la respuesta de un sistema ante una determinada
entrada . Esta implementacion es valida para sistemas FIR, ya que la suma de convolucion es

finita, pero no es utilizable para sistemas IIR, en los que se utiliza una implementacion

recursiva.
M
IMPLEMENTACION FIR. y(n) =Y h(k)x(n—k) (1)
k=0
, M N
IMPLEMENTACION IIR: y(n)=)_b, -x(n—k)—=Y_a, - y(n—k) )
k=0 k=1

Observamos que, en ambos casos, se trata de una suma de productos entre los coeficientes del
filtro y sefiales de entrada y salida retardadas.
La implementacion puede ser hardware o software, segln la aplicacion. En ambos casos las

sefales y los coeficientes se representan con precision finita.

La implementacion DIRECTA de un filtro (sin manipular la funcién de transferencia, tal como
indican las ecuaciones 1 y 2), basada en la suma de convolucion o la ecuacion en diferencias
puede no proporcionar resultados satisfactorios debido trabajar con aritmética finita, es por
tanto util analizar implementaciones alternativas que mejoren dichos resultados. Las

representaciones alternativas realizan una reorganizacion del diagrama de bloques.
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Los pardmetros que van a determinar las prestaciones de una estructura son los

siguientes:

e Efectos de precision finita.
¢ (Complejidad computacional. (Numero de operaciones suma y producto necesarias)
e Requisitos de memoria. (Relacionado con el nimero de retardos presentes)

¢ Posibilidad de procesado en paralelo.

La representacion de un sistema mediante bloques basicos conectados entre si se denomina
REALIZACION O ESTRUCTURA. Esta proporciona la relacion entre la entrada y salida y

algunas variables intermedias necesarias para su implementacion.

Cuando se trabaja con precision infinita, todas las estructuras proporcionan idénticos

resultados, sin embargo estos cambian cuando la representacion es finita.

Por ejemplo, dado el siguiente diagrama de bloques:

x[n] e +— y[n]

b
N
o>

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

La ecuacion en diferencias es: y(n)=—a,y(n—1)+bx(n)+bx(n—1), es decir podemos
calcular y(n) para n>-1 conociéndo la condicion inicial y(-1) y la entrada x(n) para n>-1. El
algoritmo de computacion es el siguiente:

y[0]=—a, =11+ b, x{0]+ b{-1]

V1= =a,y[0]+byx{1]+ b, x[0]

V2] ==a,y[1]+bx[2]+bx{1]

5.2.- Diagramas de bloques.

La respresentacion de diagramas de bloques se realiza mediante los siguientes bloques

basicos:
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Sumador Xx[#] 4(?—' y[n]= x[n]+ w[n]
wn]

A
Multiplicador X[#] J> > y[n]=A x[n]

Retardo Unidad  X[7] — Z_1 — y|n]= x[n-1]

Bifurcacion  x[n] > l » X[n]

x[n]
La representacion en diagrama de bloques permite:
1. Escribir el algoritmo de computacion.
2. Determinar la relacion entre la entrada y la salida.
3. Manipular dicho diagrama para obtener otros equivalentes (igual relacion entrada-
salida), con distinto algoritmo de computacion.

4. Determinar los requerimientos hardware (Memoria, carga computacional)

Representacion de diagramas de bloques mediante grafos.

Una representacion alternativa a los diagramas de bloques son los GRAFOS. Un grafo esta
formado por un conjunto de nodos conectados por ramas orientadas, y caracterizadas por
una transmitancia de rama. La salida de un nodo es igual a la suma de las sefiales a su
entrada. La siguiente figura muestra un sistema representado mediante diagrama de bloques y

con su grafo correspondiente. Observamos dos nodos especiales:

Nodo fuente: es aquel que no tiene ramas de entrada.

Nodo sumidero: es aquel que no tiene ramas de salida.
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x(n) m by /;\ y(n)

-ay b,
(a)
Nodo fuente Nodo sumidero
x(n) 1 2 by 3 y(n)

_al

_a2

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefales. J.G. Proakis
Algunas propiedades de interés:

CONEXION ORIGINAL EQUIVALENTE

A B AB
CASCADA xX(n)——p———>—>——>y(n) xX(n)—»—>y(n)

A

PARALELO A+B
x(") y(n)  x(n)—>——>y(n)

B
ELIMINACION c 4 ACE-AB)
LAZOS x(n)y(n) x(n)——>»——>y(n)

A C AC/(1-B)
AUTOBUCLE x(n)y(”) x(n)—»—>y(n)
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Para que un diagrama de bloques sea realizable fisicamente no debe tener lazos (bucles) sin
retardos. Si esto ocurre podemos sustituir dicho lazo sin retardo por su sistema equivalente

aplicando las propiedades anteriores.

Estructuras candnicas y no candnicas.

Una estructura se dice que es CANONICA si el ntimero de retardos presentes en el diagrama
de bloques coincide con el orden del sistema, en otro caso se dice que es NO candnica. Un

ejemplo de estructura canonica es el diagrama de bloques anterior.

Estructuras equivalentes.

Dos diagramas de bloques son EQUIVALENTES si representan a la misma funcion de
transferencia.
Si bien la funcién de transferencia es la misma, las estructuras equivalentes difieren en:

e (Carga computacional

e Robustez ante calculos con registros de longitud finita.

o Sensibilidad frente a la cuantificacion de los coeficientes.

Obtencion de estructuras equivalentes: la TRASPOSICION.

Un sencillo procedimiento para la obtencion de estructuras equivalentes es la trasposicion. Se
basa en un teorema de la teoria de Grafos que nos dice lo siguiente:
Si en un grafo se intercambian la entrada y la salida, y la direccion de todas las ramas, el

grafo obtenido es equivalente al original.

Como consecuencia del cambio de sentido de todas las ramas los nodos distribuidores
(bifurcacion) pasaran a ser nodos suma y viceversa.

A lo largo de este capitulo veremos otros procedimientos para la obtencion de estructuras
equivalentes y en el siguiente, analizaremos el comportamiento de las estructuras mas usuales

frente a la cuantificacion.
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TRASPOSICION DE UNA ESTRUCTURA
ENTRADA <---> SALIDA
NODO FUENTE  <---> NODO SUMIDERO
NODO SUMADOR <---> NODO DISTRIBUIDOR

FORMA ORIGINAL FORMA TRASPUESTA

x(n)

5.3.- Estructuras Basicas para sistemas FIR.

5.3.1.- Forma directa I

Se dice que una estructura es DIRECTA cuando los coeficientes de los multiplicadores

coinciden con los de la ecuacion en diferencias.

M
Dada la funcion de transferencia de un sistema FIR' H (z)=Zh(k)-z‘k , Su ecuacion en
k=0

M
diferencias viene dada por y(n)= Z h(k)-x(n—k). Si representamos esta ecuacion mediante
k=0

diagrama de bloques obtenemos la estructura siguiente:

Nota téngase en cuenta que cuando estudiamos los filtros FIR su funcion de transferencia se definié como

N1
H(z)= z h(k)-z™" , siendo N el nimero de términos y N-1 el orden. Ahora empleamos
k=0
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x[n-2] an-13] x[n—4]

x[n] ~_1—I—bz—1—1—o~—1—I—»z—1

h[0] h[1] h[2] h[3] h[4]

&
&

. ") »(+ v[n]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra.
El sistema tiene M+1 coeficientes luego la carga computacional es:

¢ Productos: M+1

e Sumas: M
La estructura es canodnica.
La forma directa I para los filtros FIR también se denomina LINEA DE RETARDO o
FORMA TRANSVERSAL.

La forma traspuesta de esta estructura es:

x[n]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra.
Tanto la forma original como la traspuesta son canonicas.

5.3.2.- Formas en Cascada.

Dada la funcién de transferencia de un filtro FIR, puede ser descompuesta en secciones de

segundo orden de acuerdo con la expresion:
H(z)= h[O]I_L[:=1 (I+ B,z + f,,z7) siendo K = Azlpara Mpary K = M;l para M impar.

En este caso, en la ultima de las secciones f,, =0.

M

H(z)= Z h(k)-z™* conlo que el nimero de términos es M+1 y el orden M, salvo en la estructura del
k=0

muestreo en frecuencia, para poder reutilizar las expresiones ya calculadas.
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Por ejemplo para M=6, una estructura en cascada formada por bloques representados mediante

la forma directa I vendria dada por:

h[0]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra.

5.3.3.- Estructuras Polifase para sistemas FIR.

Una estructura polifase es un tipo de descomposicion en paralelo. Estas descomposiciones
realizan una reordenacion de los coeficientes del filtro. Veamoslo mediante un ejemplo.
Consideremos un filtro FIR con M=8
H(z)=hO0]+h[1z"" + 2]z + h[3)z7 + h[4]z" + B[5]z™° + B[6]z° + h[ 7]z + H[8]z™*
Hagamos una reordenacion de términos pares e impares
H(z)=(h[0]+A[2]z7 + H[4]z™* + H[6]z™° + H[8]z™*) + (h[1]z™" + A[3]z7 + h[5]z"> + H[7]z7)
sacando factor comitin z™' en los términos impares
H(z)=(h[0]+ 2]z + h[4)z™* + h[6]z™° + A[8]z™" )+ z ' (h[1]+ h[3]z* + h[5]z™* + h[7]z™°)
y utilizando la notacion siguiente:

E,(z)=h[0]+A[2)z"" + A[4)z> + h[6]z" + h[8]z™"
E\(z)=h1]+h[3]z" +h[5]z + W[ 7]z
Podemos expresar.
H(z)=E,(z*)+z'E(z%)
Los filtros E,(z) y E,(z) se denominan FILTROS SUBFASE.

Otra descomposicion posible seria:
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H(2)=E () +z'E () +2z7E,(2°)
E,(z)=hO0]+A[3]z"" +h[6]z""
E (z)=h[1]+h4]z" +H[7]z"
E,(z)=h[2]+h[5]z"" + h[8]z"*
En general una descomposicion polifase de L ramas para un filtro FIR de orden M, vendria

definida por:

H(z)= Liiz’mEm (z")

|m/L)
E,(z)= Y WLn+mlz™"

n=0

La siguiente figura muestra la estructura en paralelo obtenida para descomposiciones de 4,3

y 2 ramas.
EO{Z4} Eo(-:}) E0[Z:}

:—l =1 :—1

> EN:“) T EI(::‘) I—'EI{Z"l
o1 1

o EyzY L) E,2Y)
1
H. Esyzh

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra.
L .
Cada uno de los filtros subfase E, (z") puede ser implementado con alguna de las

estructura vistas anteriormente, si bien, para que la estructura resultante sea candnica, es

necesario que estos filtros compartan los retardos.

Téngase en cuenta que dado un filtro FIR con funcién de transferencia H(z) el filtro
H(z"), tiene una respuesta obtenida a partir de la original pero insertando L-1 ceros entre

muestra consecutivas; es decir, se ha realizado una interpolacion por un factor L.
Este tipo de descomposicion se utiliza en el procesado de senales de tasa multiple; es decir,
procesado de sefiales en el que intervienen etapas de diezmado e interpolacion, que

veremos en ¢l tema 7.
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5.3.4.- Estructuras FIR de fase Lineal.

Si un filtro FIR es de fase lineal, la estructura directa puede ser simplificada ya que debido a la
simeria (o antisimetria) de los coeficientes podemos reducir el numero de productos. Por

ejemplo, consideremos el siguiente filtro FIR que nos indican que es de tipo I:
H(z)=hO0]+h[1z"" +A[2)z7 + {3z + h[2]z"* + A[1]z"> + h[0]z"°
Podemos agrupar los términos de la forma
H(z)=HhO0l(1+z)+h1](z" +2z7)+ h[2](z7 +z )+ h[3]z"

Con lo que la forma directa I seria:

I 1 & = 1 a 1
= 1 = 1 7z 1
?1[0] Y h[1] YI;[Z] HI3]
D ® &

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra.
La forma directa requiere 7 productos pero la estructura de fase lineal tiene solo 4. (En general

M +1

). Para un filtro de tipo II, podriamos realizar una descomposicion analoga. Por ejemplo

un filtro con 8 términos tendria una estructura:

ﬁ.. Z_l AI, E;_l

1

e —1
B B

Y’a[ﬂl h[1] h[2]
) (O

Ly
Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra.

M ,
En este caso pasamos de 8 productos a 4 (en general 7). El numero de sumas no se

modifica.
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Para los tipos III, y IV obtenemos expresiones similares, si bien habra un cambio de signo en

algunos coeficientes que se tendra en consideracion al realizar las sumas.

5.3.5.- Estructuras FIR de fase Lineal en cascada.

Para filtro FIR con ceros complejos, la fase lineal implica la existencia de ceros en

. 1 . o
z,,z,,— Yy — por lo que en la descomposicion en cascada podemos agrupar términos de 4°

Zr 2y

orden disminuyendo el numero de productos:

2 Secciones de 2° orden = 6 productos y 4 sumas

1 Seccion de 4° orden > 3 productos y 4 sumas

Hz)=C, -2,z J1-zz" 1—le1 1- Zl* 2 =0, +Cz " +C Lz +Cz + 2
k k
xin) 1 o
Q’
L z-1 fe€ z-)
<o Cr1 k2
(n)

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefales. J.G. Proakis

5.3.6.- Estructuras de Muestreo en Frecuencia.

En el tema 3 vimos que para los filtros FIR de fase lineal, disefiados por el método del

muestreo en frecuencia, su funcion de transferencia puede escribirse como:

1-z7™ & 1
H@=" 2 Hk)
k=0 LI
l-e -z
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Siendo M el orden del filtroy H(k)=H (2;;} 0<k <M -1 las muestras de la respuesta

en frecuencia consideradas.
La expresion de H(z) nos indica que ésta se puede expresar como una descomposicion en
cascada de dos filtros. A su vez el segundo filtro esta expresado como una descomposicion en

paralelo que tendra tantos términos como valores no nulos contenga H (k). Para evitar tener

coeficientes complejos podemos agrupar términos teniendo en cuenta las propiedades de

simetria de la respuesta impulsional. Asi, por ejemplo, para un filtro de tipo I tenemos

H(M — k)= H (k) por lo que agrupando términos del tipo:

H) ,  HM -k A(k) + B(k)z™ A(k)= H(k)+ H(M —k)

= 2r 27

L S 1—2°°S(2z\74d€)2—1+z—2 B(k)=H(e ™"+ H(M =)’

Luego la expresion de H(z) queda como:

H(z)=

M-1
_ M 2 -1
1-z H(0) .S A(k)+ B(k)z M impar
1

A
I-z = 1—2cos£2]\jjcj‘z_l+z"2

Si el ntimero de términos fuese par obtendriamos expresiones similares:

H(z)=

1= | H(O) | H0)2) Z AR +BUR |

l—zf1 1+z7 2\ L
T 1—2cos ﬁ Zz +z

Si analizamos la carga computacional observamos que cada uno de los bloques de segundo

orden del banco de filtros, requiere 3 operaciones producto, es decir en total

-1 . .
productos. Aunque a priori parece mayor que una estructura directa FIR de fase

lineal, en el caso de filtros en los que la banda de paso sea estrecha, el nimero de muestras de
la respuesta en frecuencia no nulas es muy reducido, por lo que considerar una estructura de

muestreo en frecuencia puede ser mas adecuado.
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Ejemplo:
Dibuja el diagrama de bloques en forma directa y muestreo en frecuencia de un sistema FIR

de fase lineal simétrico nimero de términos M=32, sabiendo que las muestras de la respuesta

jof 22
en frecuencia vienen definidas como H (%j = A(%je/ ( M j , con
M M
1 £=011,2
A(%j = 1/2 k=3 y ¢[%j la correspondiente a los filtros FIR de tipo 11
0 k=45,.15

Analiza la complejidad computacional de cada una de las estructuras.

Se trata de un filtro FIR de tipo II, por lo que para una implementacion directa necesitamos
M . . ] :
B =16productos, donde hemos tenido en cuenta la simetria de los coeficientes.

Por el método del muestreo en frecuencia observamos que unicamente vamos a tener un
términos correspondiente a la muestra 0, y 3 bloques de segundo orden donde agrupamos el
resto de muestras no nulas. Ademas la muestra en cero es la unidad por lo que no requiere
ningun producto. Como cada bloque de segundo orden requiere 3 productos tendremos en
total 9 productos. Las estructura obtenida se muestra en la figura siguiente. Observamos como

en este caso se ha reducido la carga computacional.
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O—®

4.@ I '
e 2cos(2m/32) B(1)

-1
- @ =/'4(2)
e 2cos(4m/32) ‘ B(2)

-1
L. @ ;/4(3)

Z\
-1

5.4.- Estructuras Basicas para sistemas IIR.

J

y(n)

H—F——

A partir de la ecuacion en diferencias de un filtro IIR lo primero que observamos es que

M N
¢sta esta definida de forma recursiva ( y(n) = Zbk -x(n—k)— Za . - y(n—k)). Dicha
k=0 k=1

recursividad se reflejara en el diagrama de bloques como una realimentacion de la salida

del sistema hacia elementos previos.

5.4.1.- Formas directas

Dada la funcion de transferencia de un filtro IIR, consideremos expresado como una

descomposicion en cascada de un sistema todo ceros y otro todo polos.

X(z)—

1(2)

W(z)

H,(2)

¥ (2)

VNIVERSITAT IDVALENCIA
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_W(Z) N -k
1 ( )_X(Z)_P( )_;bk z
Y(2) 1 1

Las siguientes figuras muestran la implementacion de H(z) y H,(z) para N=M=3,

Forma directa I

yln]

w[n]
wn]

x[n]

y[n-3]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Las ecuaciones en diferencias son:

wn] = byx[n]+ b x[n—1]+b,x[n— 2]+ b,x[n—3]
yin]=wln]=ay[n-1]-a,y[n-2]-a,y[n-3]

La conexién en cascada de ambos diagramas, como se muestra en la figura siguiente se
denomina FORMA DIRECTA I (version traspuesta). Esta estructura no es canénica ya que el

sistema es de orden=max(N,M)=3 y el nimero de retardos es 6.
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FD.I Traspuesta

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Por otra parte, teniendo en cuenta que la conexion en cascada es conmutativa podemos
intercambiar la conexion dando lugar a una estructura equivalente que tiene la particularidad
que podemos eliminar una de las ramas centrales ya que en ambas tenemos las mismas sefiales

en los nodos 1--> 1" 2--> 2’ y 3--> 3’ tal como se indica en la figura.

by

=)

Z_rl g
Cff)‘—1<]“::® ©
Gr?:*z<|‘j:© ®
1o ©

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra
En la siguiente figura mostramos la estructura resultante, llamada FORMA DIRECTA 11 (a), y
su version traspuesta (b).
Ambas estructuras son CANONICAS. El nimero de productos es el mismo en ambas, y si
consideramos sumas de 2 sumandos, el numero de sumas también coincide (Téngase en

cuenta que en la rama central hay 2 sumas de 3 sumando cada una.)
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Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

5.4.2.- Descomposiciones en cascada IIR.

Expresando el numerador y denominador de la funcién de transferencia como un producto
de polinomios de menor orden (en general de orden 1 para raices reales, y orden 2 para
raices complejas) un filtro digital puede expresarse como una cascada de secciones de
menor orden.

Por ejemplo consideremos un sistema factorizado de la forma:

_P(z) _ R(PA()A(2)

= b5 ™ DDa)Dy2)

A partir de esta descomposicion tenemos, por una parte, 6 formas distintas de agrupar los

ceros y polos tal como se indica:

B () B()| | B@ | | B@| [RA®
—_— —H —b —t — —t b —t
D\(2) D,(2) Dy(2) D,(2) Dy(z) Dy(2)
A(2) B () F,(2) £(2) B (2) P, (2)
— —H —H —  —H —H —H —F
Dy(z) Dy (2) D,(2) D,(z) Dy(z) Dy(2)
B(2) B | B®@ B(2) Py(2) P,(2)
—H —¥ —¥ — — —H —¥ —
D,(2) Dy(2) D,(z) Dy(2) D,(z) Dy(2)
Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra
FILTROS DIGITALES
VNIVERSITAT( IDVALENCIA M. MARTINEZ, L. GOMEZ, A. J. SERRANO, J. VILA, J. GOMEZ
OpenCourseWare CuRs0 2009-2010

5.17



VNIVERSITAT [ '*o]
® VALENCIA Q EscolaTecnica Superiord Enginyeria

Departament d “Enginyeria Electronica

y ademads para cada agrupacion tenemos 6 formas distintas de ordenar las secciones:

ra | | B@] | B® r@ | |p@| | @
L ] s — L - —
Dy(2) D, (@) D;(2) Di(2) Dy(2) Dy(z)

‘,| ro| [ro| [RO ro | [20] [ro
—+ —+ —  — —+ —+ —+

D,(2) Dy(z) Dy(2) D,(2) Dy(2) Dy(2)
£ A £ (2) £ Py (2) A(2)

— 4 - N — - - 3
Dy (2) D\(2) D,(2) Dy(2) Dy(2) Dy(2)

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Tenemos un total de 36 combinaciones posibles de conexion en cascada. Cada una de ellas

tiene un comportamiento distinto cuando se trabaja con aritmética de coma fija.

En general H(z) es factorizada en etapas de primer y segundo orden de la forma siguiente:

H(z)=b H L+ fuz” + Bz con a,, = f3,, =0 para etapas de primer orden.
‘ 5 lJr&’lsz1 +0{2k272 2 o

Ejemplo:

Representa la forma directa II y una descomposicion es cascada para el sistema

0.44z7'+0.36227240.022°
H(z)=
() 1+0.4z7'+0.18272-0.223

. . ., . H(Z) _ (0.44+0.36221+0.0222 x 271 )
Si factorizamos la expresion anterior obtenemos: 14082110522 —04s

Luego los diagramas de bloques obtenidos seran:
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Forma directa I1 Descomposicion en Cascada
0.44

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

Si analizamos las cargas computacionales, cada bloque de segundo orden requiere 4 Sumas

y 5 Productos.

Veremos mas adelante que las descomposiciones en cascada presentan un buen
comportamiento cuanto se trabaja con registros finitos, ademas la utilizaciéon de bloques
repetidos permite reutilizar el coédigo. Cada etapa de segundo orden se suele implementar
mediante la forma directa Il para disminuir el nimero de retardos, dando asi lugar a formas

canonicas.

5.4.3.- Descomposicion en paralelo IIR.

Si la funcion de transferencia de un sistema IIR causal se descompone en fracciones
simples y agrupamos en términos de primer y segundo orden, para tener coeficientes reales,
llegamos a una expresion del tipo:

1

_ Yoo t Yz
H(Z) =%t ; 1+ a,lkz—l + OJZkZ_Z con &,, =7%,, =0 para polos reales.

Posteriormente cada una de los términos suma de 1% y 2° orden se implementaran con

alguna de las estructuras vistas, en general la forma directa II.
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Ejemplo:
Realizar una descomposicion en paralelo del sistema definido por la funcion de

0.44z7' +0.362z7 +0.02z°
1+0.4z7" +0.18277 —0.2z7

transferencia siguiente: H(z) =

. . .., . 1
Si realizamos una descomposicion en potencias de z~ obtenemos:

0.6 ~05-02z""
+

H(z)=—0.1+ 1 :
1-0.4z° 1+0.8z7 " +0.5z

2

Cuyo diagrama de bloques, utilizando la forma directa II, es el siguiente:

-0.5

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K, Mitra

5.5.- Estructuras en CELOSIA (Iattice).

La estructura en celosia (lattice), ampliamente utilizada en el procesado de voz, se
caracteriza por su robustez numérica y modularidad para su implementacion, lo que la hace
muy adecuada para la implementacion de filtros. Vamos a analizar 3 casos: sistema todo

ceros (MA), sistema todo polos (AR), y sistema con ceros y polos (ARMA).

FILTROS DIGITALES
VNIVERSITAT( IDVALENCIA M. MARTINEZ, L. GOMEZ, A. J. SERRANO, J. VILA, J. GOMEZ
OpenCourseWare CURs0 2009-2010
5.20



VNIVERSITAT '*o]
® VALENCIA Q EscolaTecnica Superiord Enginyeria

Departament d “Enginyeria Electronica

5.5.1.- Celosia FIR.

M
Dado un filtro FIR con funcion de transferencia H(z) = Zh(k)z"k vamos a definir un
k=0

. " o m=1
conjunto de filtros 4, (z) = Zam (k)z H(z)=4,,(z)
k=0 am (O) = 1

La respuesta impulsional es: 4, (0)=1....,4, (k) =, (k)

Para este conjunto de filtros la ecuacion en el dominio temporal sera:

_Y(@

Am(Z)—%

=y =x(n)+ Y at, ()x(n— k)

Predictor Lineal

Para un filtro de orden 1: m=1 y(n)=x(n)+oa,(1)x(n-1)
En lugar de las estructuras anteriores consideremos la siguiente:

Jo(n)

fitn) = y(n)

x(n)

+
8oln) goln - 1) \_/ 81(n)

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefales. J.G. Proakis

Las ecuaciones son:

L SRTRER

Si k, = (1) esta estructura representa al filtro de orden 1.

Si consideramos 2 etapas en cascada tendremos

S = y(m) = fi(m) + kg, (n = 1)} _ =00 +kgy(n=D)+ k(fy(1=Dk +g,(n-2)
g,(n)= fi(n)k, + g, (n-1) y(n)=x(n)+k(1+ky)x(n-1)+k,x(n-2)

Luego: a,(2) =k,, o,()=k(1+k,)
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Si calculamos g,(n) = k,x(n)+k,(1+ k,)x(n—1) + x(n —2) observamos que la expresion es
como f,(n) pero reflejando los coeficientes.

Los valores k, se denominan COEFICIENTES DE REFLEXION.

En general para un sistema de M bloques tendremos:

Joln) fin) fr(n) Sag g () fu fn)_ = y(n)

e

X(n) Primera Segunda (M esima
elapa clapa etapa
£oln) g,(n) 82(n) &y -1n) gm ()

(a)

.f;n - l(ﬂj "‘:}F(”)

gmln)

g "l -

8m - |(fI]

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis

Como f,,(n) es la salida del sistema la podemos expresar como:
y(n)= fy (n)
(=3 a1, (0x(n k)
F\(2) = 4,()X(2)

A (2)= iam (k)z™*

Analogamente para g, (n)

g, (n) = iﬂm (k)x(n—k)
G, (2)= B, ()X (2)
B, (k)= at, (m—k)

B,(2)= Z B, (k)"

Se puede obtener facilmente que B, (z)=z"4,(z")

Si consideramos la expresion general de la celosia y tomamos transformadas Z
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Jo(n) = x(n) £(2)=X(2)
g,(n) =x(n) 5 G(2)=X(z)
s
Sfum)=f, (M) +k,g, (n=1) F,(2)=F, (2)+k,z"'G, ()
g.,(m=k,f,(n)+g, (n=1) G,(2)=k,F, (2)+27G, (2)

Dado que F, (z2)=A4,(2)X(z) y G,(z)=B,(z)X(z) podemos obtener la relacion
(Directa->Celosia)

4,(z)~k,B,(2)
1-k

4,.,(2)=

Como B, (z2)=z"4,(z"), a,(m)=k,  a, (0)=1

Que nos permite obtener los coeficientes de reflexion a partir de H(z).
Para obtener la expresion de H(z) conocidos los coeficientes de reflexion utilizaremos las

expresiones (Celosia—>Directa)

A (z2)=A, (2)+k,z"'B, (2)
B (2)=z"4,(z"

B(2)= 4,(2) =1

5.5.2.- Celosia IIR todo polos.

1 1

Yy G

Dada funcién de transferencia de un sistema todo polos H(z) =

N
La ecuacion en diferencias sera: y(n)=—Za'N(k)y(n—k)+x(n), sl en este sistema
k=1

N
intercambiamos la salida y la entrada tenemos: y(n)= x(n)+ ZaN (k)x(n—k), que es un
k=1
sistema FIR del que ya conocemos la relacion entre la funcidon de transferencia y los
coeficientes de reflexion.
Si utilizamos las ecuaciones de la celosia FIR e intercambiamos entrada y salida tenemos

las ecuaciones siguientes para la celosia IIR todo polos:
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x(n) = fy(n)
S = [, (n) =k, g, (n—1)
g.(m=k,f,,(m+g, (n=1)
y(n) = fo(n) = gy(n)
Si tenemos en cuenta estos cambios en la estructura, obtenemos los diagramas de bloques

que a continuacidon se muestran.

Celosia IIR todo Polos
Hacia delante
ORDEN1 ™ ) ¥
+
fi(n)
K,
K, Realimentacién
I =
g L eom
Hacia atrés
ORDEN 2 @
Hacia delante
x(n) a) film) D foln) y(n)
frn)
K - Ik
K, K,
F—
82(n) \t/ - & (n) ! |Z—] 8o(n)
Hacia atrds
(b)
Extraido de: Tratamiento Digital de Sefales. J.G. Proakis
En general:
x(n) fv () fr(n) fi(n) fo(n) = y(n)
n) N
M - Ky . K, = K, Salida
Ky Ko K,
+ 7 f— . + z-! + z-1
gn(n) /) gg(n)u g.(n)U 8o(n)

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefiales. J.G. Proakis

En el diagrama observamos claramente la realimentacion del sistema a través de las sefiales

g,(n) propia de los sistemas recursivos.

Los coeficientes de reflexion son idénticos a los obtenidos para el filtro FIR, si bien en el

diagrama se ordenan en orden inverso.
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La estabilidad del filtro IIR solo polos est4 garantizada si |km| <1 Vm. (Test de estabilidad

de Schur-Cohn)
Este tipo de filtros se ha utilizado para modelizar el tracto vocal, en este sentido,

k,, representa la reflexion del sonido en cada una de las diferentes cavidades que lo forman.

5.5.3.- Celosia escalonada (Lattice-Ladder).

La estructura en celosia escalona, celosia en escalera o lattice-ladder nos proporciona una
estructura para la representacion de sistemas que tienen ceros y polos. Consideremos un

sistema general ARMA.

icM (k)-z™*
H(z)=—=% =G con M<N
1+ZaN(k)‘sz Ay(2)

Si utilizamos una variable intermedia

1 W(z)
B YOPE G646 X
W(z) X(z) Ay(2) C (5=23
w(2) =
W(z)
Las ecuaciones en diferencias seran:
N
w(n) = —Z a, (k)w(n—k) +x(n) « IIR todo polos
k=1
M
y(n)= ZCM (Fyw(n—k) < Combinacion lineal de las salidas del sistema todo polos
k=0

En un filtro IIR todo polos hemos visto que g, (n) es una combinacion lineal de las salidas

actual y anteriores, ademas

G,(2)

YG) B,(2)

Cualquier otra combinacion de g, (n) seguird siendo un sistema todo ceros. Consideremos

y(n) = Z_:vmgm(n)
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Como
>
M M vam (Z)
Y(Z) — 1 ZVme(Z) — va Gm(Z) E)(Z) — m=0
X() X4 ot BTG RGE . AG)
Fy(2)=G, (2)=Y(2)
T T
B, (2) #

Ay (2)

Comparando la expresion anterior con la general de un sistema ARMA obtenemos que

M
CM(Z):vaBm(z) que podemos expresar de forma  recursiva como
m=0

C,,(2)=C, (2)-v,B, (z)siendov, =c, (m)

Resumen:

Para obtener la estructura en celosia ARMA, calcularemos los coeficientes de reflexion

como en los casos anteriores, considerando un sistema todo polos, y posteriormente
calcularemos los coeficientes v, con la expresion C, (z)=C, (z)-v, B, (z),v, =c,(m).

La estructura resultante es la siguiente:

X0 N Sy A
.

82(n)

8o(n)

VN VN-1 L) Vo

Extraido de: Tratamiento Digital de Sefales. J.G. Proakis
Ejemplo:
1-0.8z7' +0.15z7
1+0.1z7' =0.7227°

Determine la estructura en celosia para el sistema H(z) =

Solucion:
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En primer lugar consideramos el sistema todo polos, para el céalculo de los coeficientes de

reflexion:

A4,(z2)=140.1z"=0.72z =>a,2)=k,=-0.72

Utilizando la recursion:

A,(2)—kB,(z) _1+0.1z7 =072z +0.72(- 0.72+ 0.1z + 22
1- k22 1-0.72

=o,(1)=k =0.3571

A(z)= =1+0.3571z"

Ahora calculamos v,,:
C,(z)=1-0.8z"+0.15z =v,=0C,(2)=0.15
Utilizando la recursion:

C(z)=C,(2) - 0.15B,(z) =1- 0.8z +0.152> = 0.15(=0.72 + 0.1z" + z) =1.108 — 0.815z""
v, =C,(1)=-0.815

C,(2)=C,(z)+0.815B,(z) =1.108 — 0.815z" +0.815(0.3571+ =™ )=1.3991
v, = C,(0) =1.3991

5.5.4.- Funciones de Matlab relacionadas.

Descomposicion en paralelo (Fracciones simples): [R,P,K] = residuez(B,A)

[B,A] = residuez(R,P,K)

Descomposicion en Cascada: [SOS,G] = zp2sos(Z,P,K)
[SOS,G] = tf2s0s(B,A)
[Z,P,K] = s0s2zp(S0OS,G)
[B,A] = 50s2t/{SOS,G)

Estructuras en Celosia [K, V] =t2latc(B,A)
[B,A] = latc2tf[K,V)

Funciones de filtrado:

Forma Directa II traspuesta: Y=filter(B,A,x);
Celosia escalonada [F,G] = latcfilt(K,V,X);
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Filtrado Bidireccional Y = filtfilt(B, A, X);

Funciones adicionales:

Raices de un polinomio: roots(C)
Célculo de un polinomio a partir de sus raices: polh(V)
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