2.3. Obtenir el valor futur d'una variable coneguent el seu valor inicial y
la dependéncia de la seua derivada respecte del temps i la mateixa
variable, y'=f(t,y):

Objectius:

1. Aproximar solucions d'una equaci diferencial a partir d'unes condiciones
inicials substituint I'increment per la diferencial (METODE D'EULER).

2. Obtenir una aproximacié de segon ordre a les solucions d'una equacio
diferencial (METODE DE RUNGE).

3. Generalitzar la Formula de Simpson per a integrar equacions diferencials
(METODE DE RUNGE-SIMPSON).

4. Obtenir una aproximacio de quart ordre a les solucions d'una equaci¢ diferencia
(METODE DE KUTTA).

Activitat 2.22. Si coneguem y'=f(t,y) aixi com la condicio
inicial y,=Yy(t,), tenint en compte el

Teorema -2.8: si y(t) és una funcié derivable fins al segon
ordre,

(1) = y(to) +Y'(t) At + y"(€)(At)/2 tal que Eefto, 1]
s'acomplira y(t) =y, + f(to,yo) At + ®-(At)? . Aixi doncs, si
substituim Ay=y(t)-y, per dy=y'-At=f(t,Y,) At l'error sera
proporcional a (At)?, i si At és suficientment xicotet podrem
aproximar I'evolucid de la variable y aplicant successivament
t=ttAL | Vi =Y+ Agy amb Agy=f(t;,y;) At (métode
d'Euler).

Problema 2.8: aplicar el métode d'Euler per aproximar el valor
de y quan t=1 coneguent que y=1 quan t=0 i que y'=0"1y’-ty.
Prendre At=0"2 i representar-ho graficament.

Ay

Activitat 2.23. El meétode d'Euler donaria un resultat exacte si bpyi2

la derivada y', representada per la pendent de la corva, fora Bt

constant (i per tant la segona derivada valguera zero). Si no és aixi, trobarem que la
derivada en el punt (t,,y,) sera f(t,y,)=f(t:+At,yo+Agy) £ (to,Yo). EN aquest cas, podem
obtenir una millor aproximacid si calculem la derivada en el punt intermedi
(t+AL2,y0tAY/2) | prenem  y;=Yot+Ay amb A y=F(t,+At/2,y,+Agy/2)  At, i aixi
successivament (metode de Runge de segon ordre); en aquest cas l'error €s
proporcional a (At)® .

Problema 2.9: aplicar el métode de Runge de segon ordre per aproximar el valor de y
quan t=0'4 coneguent que y=1 quan t=0 i que y'=0'1y*-ty. Prendre At=0"2.

Activitat 2.24. Amb el métode de Runge de segon ordre hem millorat I'aproximacio
calculant un nou increment per a la funcid y a partir d'un punt auxiliar (en agquest cas,
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intermedi). Podem obtenir millors aproximacions escollint successivament de forma
adequada nous punts auxiliars. En particular, si prenem successivament

AY=T(t;tAL, yotAgy)- At

Any=f(totAt, yotAyy)-At

obtindrem una aproximaci6 de tercer ordre, amb error proporcional a (At)*, si prenem
t=tetAL, Yy = Yo+ Agy/6 +4-Ay/6 + A,Y/6 i1 aixi successivament (metode de Runge-
Simpson).

Comprovar que en el cas particular en que tinguem y'=f(x), aquest metode és equivalent
a la Formula de Simpson.

Activitat 2.25. Podem obtenir una aproximacio de quart ordre, amb error proporcional a
(At)®, si prenem

Ay=F(ts+AU2,yo+Ay/2)- At

Asy=Ff(to+At, yitAy)-At

i finalment

ti=te AL, Yy = Yot Agy/6 + Ary/3 + Ayy/3 + Agyl6 i aixi successivament (metode de
Kutta de quart ordre).
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Tenim recopilats els diferents metodes en el segiient diagrama de fluxes:

L'equacid diferencial &z
d'ordre superior al primer?

Fer elz canvis z=y" (Z'=y"), i si
escau u=z' (u'=y) etc.

L'equacid &z de la forma
y'=flay . (Z'=00xy,Z,..), 8t

Aclarir ' (', etc.) |

Sl

[F—

Ezcollir Ax, =, , v,

[prenem x=x;, y=y; (z=z;, et )|

|ﬁ.0§.-'=f(x,':.-'...j.-’_‘-.x (o, z=alxy 2. Jhx, etu:.j|

T 45Ei+'1 ot
[T =Z+07, Bt

F 3

[renem x=xq+fuf2, y=yrbyl? (222,408,272 | etc)|

|ﬁ.1y=f(x,'g.f...j|ﬂ.x [AZ=00x v 2. )8, etu:.j|

Kiwg SRR, Y SYHOY
(Ziy=Z+0,Z, Bt)

RFENEIM X=0+0, Y=Yy (Z=5,+0,T, etu:.j|

[Lpp=fley.. Jox  (AZ=alxy Z.. )4 el

[ Wttode de Kutta de 47 ordre |

[renem x=xriu, y=yrngy (Z=z+8z, st

RrEngm =+ a2 | Y=y, 2
=f .. A T=gix v T 00, et
(z=z,+0202 . eto) [Agpy=Tlv. JAx (Bp=alxy Z...) )|
- - RFEMEM X, =K +00, Y, = %+ LaelS + 20,905 + A6
[Bay=flxy.. )82 (AZ=lxyZ.. )04, et )] (Zo= 2+ B2/ + 20,213 + AgyzlE | ete)

[Brenem x=xq+hx, y=yigy (Z=2+0,7, etc.)|

D=ty 0y (Dsz=alxy, 2. ), etc. |_,prenem Hiag ZH AN, Yoy = V¥ DgylB 4 D i3+ Dyi3 + Dyl
| MY (Ba2g0x Y 2. ) (L= I+ O,T06 + 04703 + 0,703 + A58 | eto)
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Podem utilitzar també el segiient diagrama per tal de recordar a partir de quin increment
s'obté un nou increment (amb increment total 0 amb mig increment) i quins coeficients
hem d'utilitzar per obtenir I'increment final:

—F

a

by —— EULER

12 sy yRUNGE

13

E’\ &2'_.'.'

173 KLUTTA 4°

Lﬁﬂﬂ

4/5

/6

1 1

— A — Ay ——

15 RUNGE-SIMPSON

Per al métode de Kutta de quart ordre podem realitzar els calculs en la seglent tabla:

{;
Vi
t

y
y
Ay
Ay
Ay
Azy

to
Yo
to totAt/2
Yo YotAoy/2
fity) f(ty)
Ay

Ay

t, = tytAt
t A2 At
Yot AyI2  YotAy
f(t.y) f(t.y)

Ay
Azy

Confeccionar tables similars per als altres métodes.
Naturalment, alhora d'aplicar les tables les expressions es substitueixen per nimeros.
Problema 2.10: aplicar el metode de Kutta de quart ordre per aproximar el valor de y

quan t=0'6 coneguent que y=1 quan t=0 i que y'=0'1y?-ty. Prendre At=02.
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